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ZCZ 序列偶集及大容量 ZCZ 序列偶集的构造

肖丽萍,摇 李卫卫,摇 许成谦
(燕山大学 信息科学与工程学院, 河北 秦皇岛 066004)

摘要: 为了降低甚至消除近似同步码分多址(AS鄄CDMA)系统的多径干扰和多址干扰(MAI),满足系统不断增大的

用户容量需要,提出了新的零相关区(ZCZ)序列偶集及大容量 ZCZ 序列偶集的构造方法. 通过对最佳序列偶进行

不同的移位,再与一定阶数的酉矩阵进行相关积运算,构造出了近似最优及最优 2 类 ZCZ 序列偶集;通过对已有的

ZCZ 序列偶集进行适当的移位再与相应的酉矩阵进行相关积运算,构造出了更大容量和更长零相关区的 ZCZ 序列

偶集. 本文方法适用于二元、三元、四相及多相情况. 构造出的 ZCZ 序列偶集性能优良,在同步误差允许的范围内,
能满足多用户 AS鄄CDMA 系统的要求.
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Construction of ZCZ Sequence Pairs Set and ZCZ
Sequence Pairs Set with Large Family Size
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(School of Information Science and Engineering, Yanshan University, Hebei Qinhuangdao 066004, China)

Abstract: A New method for constructing set of zero correlation zone (ZCZ) sequence pairs and ZCZ se鄄
quence pairs with large family size is proposed. It can be used in approximately鄄synchronized code鄄divi鄄
sion multiple鄄access (AS鄄CDMA) system for the reduction or elimination of the multipath interference
and multiple access interference (MAI) of the system. The capacity of increasing users is large with sat鄄
isfactory. First, almost optimal ZCZ sequence pairs set can be generated from the correlation product of
unitary matrix and perfect sequence pairs with difference shift operation. Second, a new method for con鄄
structing ZCZ sequence pairs set with larger family size and longer zero correlation zone from a known one
is presented, it can be generated from the correlation product of unitary matrix and original ZCZ sequence
pairs set with difference shift operation. These methods are applied to binary, ternary quadric鄄phase and
multi鄄phase case. Performances of ZCZ sequence pairs set constructed by the proposed methods are so
good that they can satisfy requirements of AS鄄CDMA system within the range of allowed time delay chips.
Key words: approximately鄄synchronized code鄄division multiple鄄access; perfect sequence pairs; zero corre鄄
lation zone; correlation product; unitary matrix
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0摇 引言

AS鄄CDMA 系统中,在同步误差允许的几个码片

范围内,当扩频序列采用 ZCZ 序列时,可降低甚至

完全消除多径干扰和多址干扰,进而提高系统容量[1] .
为了实现上述 AS鄄CDMA 系统优越的性能,需



要 ZCZ 较长的 ZCZ 序列集,理论上对于给定长度的

ZCZ 序列集,其序列数和 ZCZ 的长度越大越好,但
这些参数受到理论界的限制[2] . 当上式取等号时,
称 ZCZ 序列集达到最优. 对 ZCZ 序列构造的方法

包括基于互补序列[3]、最佳序列[4鄄5] 等,其中基于互

补序列的二进制 ZCZ 序列集的 ZCZ 远低于理论界,
而基于最佳序列的 ZCZ 序列集的存在空间又受最

佳序列的存在长度、数目的限制. 文献[6鄄8]将序列

偶相关理论扩充到 ZCZ 序列的设计中,构造出了

ZCZ 序列偶集. 在 AS鄄CDMA 系统中,若将 ZCZ 序

列偶中的 1 个序列作为发送序列,另一个序列作为

接收序列,在同步误差范围内,通过相关检测能准确

地恢复信号. 本文提出了新的构造 ZCZ 序列偶集的

方法,构造出的 ZCZ 序列偶集性能优良,可满足更

多用户同时通信的要求.

1摇 基本定义

定义 1摇 设 u = (u0,u1,…,uN - 1)和 v = ( v0,v1,

…,vN - 1) 都是周期为 N 的序列,u、v 组成一个 N 长

序列偶,记为(u,v),如果序列偶的周期自相关函数

满足

Ru,v(兹) = 移
N-1

i = 0
uiv*( i + 兹)mod N =

F屹0 兹 = 0
0{ 其他

(1)

则称(u,v)为最佳序列偶.
定义 2摇 对容量为 M 的序列偶集 C = {Ci},i =

0,1,…,M - 1,其中Ci = (a( i)
n ,b( i)

n ),n = 0,1,…,N -
1 为周期为 N 的序列偶,如果该序列偶集中任意 2
个序列偶Cs 和Ct 的相关函数满足:

RCsCt
(兹) = 移

N-1

n = 0
a( s)
n b( t)

(n + 兹)mod N =

F屹0 兹 = 0,s = t
0 兹 = 0,s屹t
0 1臆| 兹 |臆

ì

î

í

ïï

ïï Z
(2)

则称该序列偶集 C 为 ZCZ 长度为 Z 的 ZCZ 序列偶

集,记为 ZCZ(N,M,Z) . 当 M = 1 时,ZCZ 序列偶集

退化为 ZCZ 序列偶;如果对于所有的 i = 0,1,…,
M - 1,n = 0,1,…,N - 1,a( i)

n = b( i)
n ,ZCZ 序列偶集退

化为 ZCZ 序列集.
序列偶(a( i)

n ,b( i)
n )的能量定义为

Eai,bi = 移
N-1

n = 0
ai
nbi*

n (3)

ZCZ 序列偶集的理论限为[7]

Z臆N
M - 1 (4)

当式(4)取等号时,称 ZCZ 序列偶集达到最优.
定义 3摇 设 L 为序列 c 的移位算子,即对任意

整数 子,L子(c) = ( c子,…,cN - 1,…,c0,…,c子 - 1),特别

地,定义 L0(c) = c.
对于任意 2 个正整数 m 和 n,由带余数除法的

性质,总可以把 m 唯一地表示为形如 m = I(m,n)n +
R(m,n)的形式,其中 I(m,n)和 R(m,n)分别为 m
除以 n 的商和余数.

定义 4摇 设 B = {b0,b1,…,bM - 1}是一个由 M
个周期为 N 的序列组成的序列集合,其中bi = (bi,0,
bi,1,…,bi,N - 1),i = 0,1,…,M - 1. C = { c0,c1,…,
cN - 1}是一个由 N 个周期为 K 的序列组成的集合,
其中ci = (ci,0,ci,1,…,ci,K - 1),i = 0,1,…,N - 1. 令

dp = (dp,0,dp,1,…,dp,NK - 1), p = 0,1,…,M - 1
(5)

dp,q = bp,R(q,N) cR(q,N),I(q,N), q = 0,1,…,NK - 1(6)
则 D = {d0,d1,…,dM - 1}是一个由 M 个周期为 NK
的序列组成的集合,称 D 为序列集合 B 与 C 的相关

积, 记作 B 莓 C.
定义 5摇 设 C 为一个 ZCZ(N,M,Z)序列偶集,

该序列偶集的性能参数定义为

滋(C) =M(Z + 1)
N (7)

其中 滋(C)臆1. 对于最优 ZCZ 序列偶集,滋(C) =1.

2摇 基于最佳序列偶的 ZCZ 序列偶集
合构造方法

摇 摇 设 U 为 l 伊 l 阶酉矩阵,则 U 可表示为

U = 1
l

u0,0 u0,1 … u0,l - 1

u1,0 u1,1 … u1,l - 1

左 左 左
ul - 1,0 ul - 1,1 … ul - 1,l

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

- 1

其中 U 中元素满足

移
l -1

k = 0
ui,ku*

j,k = 移
l -1

k = 0
uk,iu*

k,j =
l i = j
0 i屹{ j

(8)

定理 1摇 设(a,b)是一个周期度为 N 的最佳序

列偶,U 为(N - 1) 伊 (N - 1)阶酉矩阵. 对序列 a 和

b 进行移位运算得新的序列分别为

A = {LN - 1(a),LN - 2(a),…,L(a)}
B = {LN - 1(b),LN - 2(b),…,L(b)}

令
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X =U 莓 A,摇 Y =U 莓 B
记 X = {x0,x1,…,xN -2},Y = {y0,y1,…,yN -2},则 C =
{(x0,y0),(x1,y1),…,(xN - 2,yN - 2)}构成了一个最

优 ZCZ(N(N - 1),N - 1,N - 1)序列偶集.
证明摇 序列偶集 C 的周期相关函数为

Rxi,y j(兹) =

移
N(N-1)

k =0
ui,R(k,N -1)aN -1 -R(k,N)u*

j,R(k + 兹,N -1)bN -1 -R(k + 兹,N) =

移
N(N-1)

k =0
ui,R(k,N -1)u*

j,R(k + 兹,N -1)aN -1 -R(k,N)bN -1 -R(k + 兹,N) =

Eab 兹 = 0,i = j
0 兹 = 0,i屹j
0 1臆兹臆N

ì

î

í

ïï

ïï - 1
故 C 构成了一个 ZCZ(N(N - 1),N - 1,N - 1)序列

偶集.
性能参数分析如下.

滋(C) = (N - 1)(N - 1 + 1)
N(N - 1) = 1 (9)

上述方法构造出的序列偶集的容量和 ZCZ 长

度都与所采用的酉矩阵的阶数相等,且达到了理论

上界,为最优 ZCZ 序列偶集.
例 1摇 由长度为 5 的三元最佳序列偶(a,b) =

(+ + 000, + + - + - )及 4 阶酉矩阵
1
2 H(H 为 4 阶

Hardamard 矩阵)

U = 1
2

+ + + +
+ - + -
+ + - -

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

+ - - +
按定理 1 可构造出 1 个 ZCZ(20,4,4)序列偶

集,性能参数 滋(C) = 4 伊 (4 + 1)
20 = 1 为最优 ZCZ 序

列偶集.

(x0, y0) = 1
2 (000+ + 000+ + 000+ + 000+ + ,

- + - + + - + - + + - + - + + + - + +)

(x1, y1) = 1
2 (000- + 000+ - 000- + 000+ - ,

- - - - + + + + + - - - - - + + + + + -)

(x2, y2) = 1
2 (000- + 000+ + 000+ - 000- - ,

- + + - + - - + + + + - - + - + + - - -)

(x3, y3) = 1
2 (000+ + 000+ - 000- - 000- + ,

- - + + + + - - + - + + - - - - + + - +)
定理 2摇 设(a,b)为 1 个周期为 N 的最佳序列

偶,U 为 N 伊 N 阶酉矩阵,对序列 a 和 b 进行移位运

算得新的序列集分别为

A = {a,L(a),L2(a),…,LN - 1(a)}
B = {b,L(b),L2(b),…,LN - 1(b)}

令

X =U 莓 A,摇 Y =U 莓 B
记 X = {x0,x1,…,xN - 1},Y = {y0,y1,…,yN - 1},其中

xi、yi 分别为周期为 N2 的序列,则 C = {( x0,y0 ),
(x1,y1),…,(xN - 1,yN - 1)}构成了一个 ZCZ(N2,N,
N - 2)序列偶集.

此定理的证明与定理 1 类似,故略.
性能参数分析如下.

滋(C) = N(N - 2 + 1)
N2 = N(N - 1)

N2 = 1 - 1
N (10)

由式(10)可以看出,当 N 逐渐增大时,滋(C)趋
近于 1,即序列偶集 C 趋向于最优序列偶集.

按定理 2 构造的 ZCZ 序列偶集的容量达到了

所采用的最佳序列偶的长度,ZCZ 为序列偶长度减

2,是几乎最优的 ZCZ 序列偶集. 当序列偶长度 N
增大时,ZCZ 序列偶集趋于最优. 例如,由周期为 8
的最佳序列偶(a,b)及 8 阶酉矩阵按定理 2 可构造

出 ZCZ(64,8,6)序列偶集合,性能参数为 滋(C) =
8 伊 (6 + 1)

64 = 0郾 875.

在实际应用中,需要大系统容量和 ZCZ 长的

ZCZ 序列偶集,下面给出更大容量和更长的 ZCZ 序

列偶集的构造方法.

3摇 大容量 ZCZ 序列偶集的构造

定义 6摇 2 个序列集 X、Y 是正交的,若满足

R(Xs,Yt)(0) =
EX,Y s = t
0 s屹{ t

(11)

对于 X、Y 中任意 2 个序列都成立.
引理 1 摇 如果 C = {Ci}, i = 0,1,…,M - 1 为

ZCZ(N,M,Z)序列偶集,其中Ci = (x( i)
n ,y( i)

n )为周期

为 N 的序列偶,则序列集

X = {X0,X1,…,XMZ - 1} =
{x0,L(x0),…,LZ -1(x0),…,xM -1,…,LZ -1(xM -1)}

与序列集

Y = {Y0,Y1,…,YMZ - 1} =
{y,L(y0),…,LZ - 1(y0),…,yM - 1,…,LZ - 1(yM - 1)}
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相互正交,且

RXs,Ys - 1
(1) =

EX,Y 子1 - 子2 = 1,i = j
0 子1 - 子2 = 1,i屹{ j

(12)

其中,0臆s臆MZ - 1; 0臆i,j臆M - 1;0臆子1臆Z - 1;
0臆子2臆Z - 1.

证明摇 令Xs = L子1 (xi),Y t = L子2 ( y j),0臆 s, t臆
MZ - 1,0臆i, j臆M - 1,则序列Xs 和Y t 的周期相关

函数为

RXs,Yt
(兹) = RL子1(xi),L子2(y j)(兹) = 移

N-1

k = 0
xi
k + 子1y

j*
k + 子2 + 兹 =

移
N-1

k = 0
xi
ky j*

k + 子2 - 子1 + 兹

当 兹 = 0 时

RXs,Yt
(0) = 移

N-1

k = 0
xi
ky j*

k + 子2 - 子1 =

EX,Y 子1 = 子2,i = j
0 子1 = 子2,i屹j
0 子1屹子2,i屹

ì

î

í

ï
ï

ïï j

(13)
又由于 s、t 可表示为 s = iZ + 子1,t = jZ + 子2,0臆子1臆
Z - 1,0臆子2臆Z - 1,式(13)可写成

RXs,Yt
(0) =

EX,Y s = t
0 s屹{ t

即序列集 X、Y 正交.
当 兹 = 1 时

RXs,Yt
(1) = 移

N-1

k = 0
xi
ky j*

k + 子2 - 子1 + 1 =

EX,Y 子1 - 子2 = 1,i = j
0 子1 - 子2 = 1,i屹j
0 子1 - 子2屹1,i屹

ì

î

í

ï
ï

ïï j
(14)

又由于 s、t 可表示为 s = iZ + 子1,t = jZ + 子2,0臆子1臆
Z - 1,0臆子2臆Z - 1,式(14)可写成

RXs,Ys - 1
(1) =

EX,Y 子1 - 子2 = 1,i = j
0 子1 - 子2 = 1,i屹{ j

证毕.
定理 3 摇 设 C = {Ci}为 ZCZ(N,M,Z)序列偶

集,Ci = (x( i)
n ,y( i)

n )为周期为 N 的 ZCZ 序列偶,令
X = {X0,X1,…,XMZ - 1} =

{x0,L(x0),…,LZ - 1(x0),…,xM - 1,…,LZ - 1(xM - 1)}
Y = {Y0,Y1,…,YMZ - 1} =

{y0,L(y0),…,LZ - 1(y0),…,yM - 1,…,LZ - 1(yM - 1)}
U 为 MZ 伊MZ 阶酉矩阵,做相关积

E =U 莓 X, F =U 莓 Y
记 E = {e0,e1,…,eMZ - 1},F = { f0,f1,…,fMZ - 1},则

可以构造出 1 个新的 ZCZ 序列偶集 D = ((e0,f0),
(e1, f1 ),…,( eMZ - 1, fMZ - 1 )),且 D 为 ZCZ(MZN,
MZ,T)序列偶集,其 ZCZ 的长度 T逸MZ - 2. 若序

列偶集 C 中的序列偶都具有相同的能量 EC,则序列

偶集 D 中的序列偶的能量也相同,且 ED = EC .
证明摇 设 MZ = K,0臆r < K,0臆m < K, 0臆n <

N,E、F 中的序列元素可分别表示为

erm + Kn = ur,mxm
n

f rm + Kn = ur,mym
n

设 0臆s,t臆MZ - 1,序列偶集 D 的周期相关函

数为

Res,ft(0) = 移
KN-1

k = 0
esk f t*k = 移

K-1

m =
(

0
移
N-1

n = 0
esm + Kn f tm + )Kn =

移
K-1

m = 0
us,mut,mRXsYt

(0) =
EX,Y i = j
0 i屹{ j

(15)

当 0 < 兹 < K 时,

Res,ft(兹) = 移
KN-1

k = 0
esk f t*k + 兹 =

移
K-1

m =
(

0
移
N-1

n = 0
esm + Kn f tm + Kn + )兹 =

移
K-兹-1

m =
(

0
移
N-1

n = 0
esm + Kn f tm + Kn + )兹 +

移
K-1

m = K-
(

兹
移
N-1

n = 0
esm + Kn f tm + 兹 - K + K(n + 1 )) =

移
K-兹-1

m = 0
us,mut,m + 兹RXm,Ym + 兹

(0) +

移
K-1

m = K-兹
us,mut,m + 兹 - KRXm,Ym + 兹 - K

(1) (16)

当 兹 = K - 1 时,
Res,ft(K - 1) = us,0u*

t,K - 1RX0,YK - 1
(0) +

移
K-1

m = 1
us,mu*

t,m - 1RXm,Ym - 1
(1) (17)

由引理 1 可见,第 2 项存在非零点.
当 1臆兹臆K - 2 时,设 兹 = K - l,2臆l臆K - 1,

Res,ft(兹) = 移
K-兹-1

m = 0
us,mu*

t,m + 兹RXm,Ym + 兹
(0) +

移
K-1

m = K-兹
us,mu*

t,m + 兹 - KRXm,Ym + 兹 - K
(1) =

移
l -1

m = 0
us,mu*

t,m + K - 1RXm,Ym + K - l
(0) +

移
K-1

m = l
us,mu*

t,m + lRXm,Ym + l
(1) (18)

由引理 1 知Xs 与Y t 相互正交,0臆s,t臆M - 1,
故式(18)右边第 1 项为 0,而第 2 项在 2臆l臆K - 1
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时也为 0.
综上所述,得到

Res,ft(兹) =
EXY 兹 = 0,s = t
0 兹 = 0,s屹t
0 1臆兹臆MZ

ì

î

í

ïï

ïï - 2
即 D 为 ZCZ(MZN,MZ,T)序列偶集,且 T逸MZ - 2.

证毕.
性能参数分析如下.

滋(D) =MZ(T + 1)
MZN 逸滋(C) -M + 1

N (19)

由 ZCZ(32,4,6)序列偶集[8] 及 24 阶酉矩阵

1
24

H(H 为 24 阶 Hardamard 矩阵)按定理 3 可构

造出 ZCZ(768,24,22)序列偶集,性能参数 滋(D) =
24 伊 (22 + 1)

768 抑0郾 844. 构造的 ZCZ 序列偶集的周

期、容量和 ZCZ 长度较初始的 ZCZ 序列偶集都得到

扩展,且经验证,具有良好的自相关性和互相关性,
适用于用户数量多、干扰大的 AS鄄CDMA 系统,并可

进一步降低对系统同步的要求.
推论摇 设U( i) (1臆i臆n)为 n 个 MZ 伊 MZ 阶酉

矩阵,E(n)是U(n)和E(n - 1)的相关积,E(0) = X,F(n) 是

U(n)和F(n - 1)的相关积,F(0) = Y,即
E(n) =U(n) 莓 (U(n - 1) 莓 ,…, 莓 (U(1) 莓 X))
F(n) =U(n) 莓 (U(n - 1) 莓 ,…, 莓 (U(1) 莓 Y))

X、Y 的取值同定理 3,则序列集E(n) 和F(n) 组成了

ZCZ(MnZnN,MZ,T(D(n) ))序列偶集,且T(D(n))逸
(MZ) n - 1(MZ - 2) .

性能参数分析如下.

滋(D(n)) = ((MZ) n - 1(MZ - 2) + 1)MZ
MnZnN

逸

滋(C) + 1
N (MZ) n - 1 -M + 2

N
上述结论可通过对定理 3 采用数学归纳法证

得. 由此推论可构造出一系列更长 ZCZ 的 ZCZ 序

列偶集.

4摇 结束语

首先给出了 2 种 ZCZ 序列偶集的构造方法,采
用最佳序列偶的移位序列和酉矩阵,利用相关积运

算,可构造出准最优及最优 ZCZ 序列偶集,还给出

了一类由已知 ZCZ 序列偶集构造更大容量、更长

ZCZ 的 ZCZ 序列偶集的方法. 通过选择不同元数的

最佳序列偶或 ZCZ 序列偶集及不同形式的酉矩阵

(实数或虚数),利用上述方法可构造出二元、三元、
四相及多相 ZCZ 序列偶集. 由于酉矩阵大量存在,
相关积运算简单,上述构造方法简单易行. 本文结

果进一步丰富了 ZCZ 序列偶集理论,为实际的工程

应用提供了更多选择.
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