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摘要: 为了改善非高斯噪声环境下归一化子带自适应滤波算法的滤波性能,引入了最大混合相关熵准则和分数阶

微分的概念。 一方面,利用最大混合相关熵准则的鲁棒性,有效地减小了异常噪声对算法性能的影响;另一方面,
在权重更新的过程中,通过引入分数阶微分部分,并以加权的形式考虑数据整体信息,更准确地描述了实际系统,
从而提高了算法的滤波性能,可将这一改进后的算法应用于非高斯冲击噪声和有色噪声环境下的系统辨识和非线

性信道均衡。 通过仿真实验结果可以看出,与已有的鲁棒算法相比,所提算法具有更强的鲁棒性和更高的系统跟

踪和估计能力。
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Abstract: In order to improve the filtering performance of the normalized subband adaptive filter
(NSAF) in a non鄄Gaussian noise environment, the maximum mixture correntropy criterion and fractional鄄
order differentiation are applied to the NSAF algorithm. On the one hand, the robustness of the maximum
mixture correntropy criterion is used to effectively suppress the effect of anomalous noise values on the
performance of the algorithm. On the other hand, to describe the actual system more accurately, a
fractional鄄order differentiation component is added to the weight update. The proposed algorithm is
applied to system identification and nonlinear channel equalization in a non鄄Gaussian interference noise
and colored noise. Simulation results show that the proposed algorithm has stronger robustness and better
system tracking and estimation capability compared with existing robust algorithms.
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摇 摇 自适应滤波器是一种通用的函数逼近器,它可

以很好地实现高性能的线性滤波,广泛应用于系统

辨识、信道均衡、回波消除和图像恢复等领域[1]。
代价函数对于自适应滤波器的设计至关重要,一般

来说,需要针对不同的噪声环境构造适当的代价函

数。 基于最小均方误差准则建立的最小均方(LMS,
least mean square ) 算 法 和 归 一 化 LMS ( NLMS,
normalized least mean square)算法因其实现简单和



计算复杂度低而备受欢迎。 然而,当输入信号高度

相关时,该类算法的收敛速度较慢,而且在非高斯噪

声环境下鲁棒性较差。 解决上述问题可采用子带自

适应滤波器(SAF, subband adaptive filter)。 用 SAF
将有色信号划分成并行处理的子带信号,以实现有

色信号的去相关性,从而提高收敛性能,降低对信号

处理的要求[2鄄8]。 相比于 NLMS 算法,用归一化子带

自适应滤波 ( NSAF, normalized subband adaptive
filter)算法在几乎相同的计算复杂度下可提供更快

的收敛速度。

图 1摇 SAF 的多带结构

与传统的均方误差准则不同,最大相关熵准则

(MCC, maximum correntropy criterion) 是一种新的

鲁棒最优准则,已成功应用于 SAF 中[9]。 由于在适

当的核宽度下,相关熵对异常值具有弹性,所以在脉

冲干扰环境中,MCC 成为一个很好的选择。 然而,
在实际问题中,数据在特征空间中的分布往往是有

差异、异常、非平坦的。 因此,当面对更复杂的数据,
特别是面对核参数不敏感的数据时,用单个高斯核

函数可能是不够的。 而在最大混合相关熵准则

(MMCC, maximum mixture correntropy criterion) [10],
即一个混合熵使用 2 个不同核参数中,采用了混合

熵作为全局衡量标准,对估计误差的所有偶次幂进

行线性组合,且 MMCC 的泰勒展开式中包含误差向

量的高阶统计量。 利用 MMCC 的特性可以提高算

法的鲁棒性。

基于上述考虑,将 MMCC 与 NSAF 算法相结合

来构造新的代价函数,通过选择并优化新代价函数

中的混合参数和核宽参数,可获得对脉冲干扰更好

的抑制效果。 对于复杂系统的建模问题,分数阶微

积分模型比整数阶微积分模型更准确,还能包含系

统的遗忘和记忆效应。 同时,考虑到分数阶微积分

是整数阶微积分的推广,能更准确地描述系统的一

些物理特性。 在滤波算法中应用分数阶微积分可获

得更好的动态性能、鲁棒性和滤波精度。 因此,在算

法中采用了基于分数阶的梯度更新方法。 最后,通
过对算法在不同噪声环境下进行系统辨识、跟踪和

非线性信道均衡等问题的评估,再对所提子带自适

应滤波算法的性能进行评估。

1摇 NSAF 算法的基础理论

1郾 1摇 NSAF 算法

一个未知系统的期望信号为

d(n) = uT(n)棕0 + 浊(n) (1)
其中:棕0 为待辨识的 M 维脉冲响应;n 为原始序列;
u(n) = [u(n),u(n - 1),…,u(n - M + 1)] T 为输

入信号向量;浊(n) = 自(n) + 兹(n)为加性噪声,包括

背景噪声 v(n)和脉冲噪声干扰 兹(n)。 图 1 所示为

SAF 的多带结构。 利用分析滤波器组{Hi ( z), i沂
[0,N - 1]}分别将期望信号 d(n)和输入信号 u(n)
分成各自的子带信号 di(n)和 ui(n)。 通过自适应
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滤波器得到输出信号 yi ( n);然后经抽取得到

yi,D(k)。 第 i 个 子 带 输 出 信 号 为 yi,D(k) =
uT

i (k)w(k),其中 w(k)为自适应滤波器的抽头权重

向量,k 为抽取序列。 第 i 个子带输出误差为

ei,D(k) = di,D(k) - yi,D(k) =
di,D(k) - uT

i (k)w(k) (2)
其中:di,D(k) = di(kN),N 为子带数。

NSAF 算法的代价函数[8]为

J(k) = 1
2 移

N-1

i = 0

e2i,D(k)
椰ui(k)椰2 (3)

其中椰·椰2为向量的 L2 范数。 基于梯度下降理论,
NSAF 算法的权重更新方程为

w(k + 1) = w(k) + 滋移
N-1

i = 0

ei,D(k)ui(k)
椰ui(k)椰2 (4)

其中 滋 为步长。
1郾 2摇 分数阶微积分

近几年,因为将分数阶微积分作为整数阶微积分

的扩展形式,可以更准确地描述系统的某些物理特

性。 用分数阶微积分所描述的系统更接近实际系统,
因此在学术界备受瞩目。 将分数阶微积分应用于滤

波算法中可获得更好的动态性能、鲁棒性和更高的滤

波精度。 对于分数阶微分的定义有 GL (Grunwald鄄
Letnikov)和RL (Riemann鄄Liouville) [11鄄12]。 对于函数

f(t),RL 分数阶的定义为

Iv f( t) = 1
祝(琢) 乙

T

0
( t - 子) 淄 - 1 f(子)d子 (5)

其中:Iv 为 v 阶积分,v沂(0,1)。 对于 x - v + 1 > 0,
则

祝(x - v + 1) = 乙肄
0

e - t tx - vdt (6)

且

祝(x + 1)
祝(x - v + 1) = x(x - 1)(x - 2)(x - v + 1) (7)

同样,v 阶 RL 微分的描述为

(Dv f)( t) (= d
d )t

m
( Im - v f)( t),

m - 1 < v <m (8)
其中:Dv 为 v 阶微分,m 为整数。 将式 (5) 代入

式(8)得

(Dv f)( t) = 1
祝(琢 ()

d
d )t

m 乙T
0
( t - 子)m - v - 1 f(子)d子

(9)
以函数 f( t) = ( t - b) 琢 为例,它的分数阶导数

表示为

D淄( t - b) 琢 = 祝(1 + 琢)
祝(1 + 琢 - 淄)( t - b) 琢 - v (10)

其中:b 和 琢 均为常数,取值为 1。

2摇 所提算法

2郾 1摇 基于 MMCC 的代价函数

由于高斯核具有逼近能力,所以在相关熵中,使
用最广泛的核函数是高斯核函数。 基于最大相关熵

的代价函数为[8]

JMCC鄄SAF(k) = 1
2茁 移

N-1

i = 0
[exp - 茁

e2i,D(k)
椰ui(k)椰

]2

(11)
其中 茁 为与内核宽度 滓 相关联的核参数。 在实际

应用中,混合相关熵比具有单一高斯核的相关熵更

具优势,同时,为了加快在有色输入信号中的收敛速

度和抗脉冲环境的鲁棒性,将 MMCC 和 NSAF 相结

合来构造一个新的代价函数,即

J(k) = 移
N-1

i =
(

0
姿 1
2茁1

[exp - 茁1
e2i,D(k)

椰ui(k)椰
]2 +

(1 - 姿) 1
2茁2

[exp - 茁2
e2i,D(k)

椰ui(k)椰
] )2 (12)

其中:茁1 和 茁2 为对应于不同内核宽度 滓 时的核参

数,茁1 = 1
2滓2

1
,茁2 = 1

2滓2
2
,滓1 为大的核宽度,滓2 为小的

核宽度;姿 为将大核宽度与小核宽度进行组合的混

合参数,主要用于控制算法的收敛速度和稳态误差

性能,取值为 0臆姿臆1。
图 2 所示为不同 姿 值对代价函数的影响。 当

姿 = 0或者 姿 = 1 时,混合高斯函数简化为单一的高

斯核函数。 图 3 所示为不同的 茁 值(其中 姿 = 0郾 5)
对代价函数的影响。 可见,无论脉冲何时发生,
ei,D(k) /椰ui(k)椰都具有较大的幅值,但是相应的

代价函数都能将其迅速减小到非常小的值,并且用

混合核函数(实线)进行处理比用单一核函数处理

更佳,尤其在误差较大时使用混合核函数可加快梯

度下降速度,从而提高收敛速度。 当存在脉冲干扰

时,该代价函数的梯度趋于 0,有效地抑制了算法权

重的更新。 同时,大量研究表明,较小的步长可以抑

制由异常值(如脉冲干扰)对抽头权向量更新的影

响。 因此,通过在代价函数中使用混合高斯函数,使
所提算法能够在具有较强鲁棒性(低稳态误差)时

提高收敛速度。
值得注意的是,用泰勒公式展开代价函数后包
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图 2摇 不同 姿 参数下的混合高斯函数
摇

图 3摇 不同 茁 值对代价函数的影响
摇

含了误差 ei,D ( k)的高阶统计量[见式(13)]。 因

此,在所提算法中可以利用误差这一特性获得更快

的收敛速度和更低的稳态误差,从而进一步说明所

构造的代价函数对脉冲干扰具有一定的鲁棒性。

(exp - 茁
e2i,D(k)

椰ui(k)椰
)2 = 1 +

- 茁e2i,D(k)
椰ui(k)椰2 +

1
2 (!

- 茁e2i,D(k)
椰ui(k)椰

)2

2
+ 1
3 (!

- 茁e2i,D(k)
椰ui(k)椰

)2

3
+…

(13)
取式(12)相对于 w(k)的随机梯度,得

驻J(k) = 移
N-1

i =
(

0
姿 [exp - 茁1

e2i,D(k)
椰ui(k)椰

]2 +

(1 - 姿) [exp - 茁2
e2i,D(k)

椰ui(k)椰
] )2 伊

ei,D(k)ui(k)
椰ui(k)椰2 (14)

因此,基于随机梯度法的最大混合相关熵准则子带

自适应滤波(MMCC鄄SAF, maximum mixture corren鄄
tropy criterion subband adaptive filter)算法的权重更

新方程为

w(k + 1) = w(k) + u 驻J(k) =

w(k) + u移
N-1

i =
(

0
姿 [exp - 茁1

e2i,D(k)
椰ui(k)椰

]2 +

(1 - 姿) [exp - 茁2
e2i,D(k)

椰ui(k)椰
] )2 伊

ei,D(k)ui(k)
椰ui(k)椰2 (15)

2郾 2摇 基于分数阶微分的梯度更新

在采用随机梯度更新权重的自适应滤波算法

中,需要设置一个步长参数 u 来确保算法的收敛性

能,且算法对步长的取值大小较为敏感。 增大步长

可以加快算法的收敛速度,但会增大稳态误差。 减

少步长可以提高算法的稳定性,但会使收敛速度变

慢。 但是,基于分数阶的梯度更新方法可以在增加

一定计算复杂度的前提下提高滤波性能。 分数阶微

积分以加权的形式体现了函数的整体信息,因此能

更准确地描述实际系统的动态响应,最终实现预期

的鲁棒性、稳定性和滤波精度。 基于这一理论,可以

在 MMCC鄄SAF 算法的基础上采用分数阶梯度更新

方法,即在一阶微分的基础上增加一项分数阶微

分[10鄄11]。 因此,基于混合熵的分数阶归一化子带自

适应滤波 ( FMMCC鄄SAF, fractional鄄order maximum
mixture correntropy criterion subband adaptive filter)
算法的权重更新方程可表示为

w(k + 1) = w(k) + 滋 (1
鄣J(k)
鄣 )w + 滋 (2

鄣
鄣 )w

淄
J(k) =

w(k) + f1(k) + f2(k) (16)
其中

f1(k) = 滋1 移
N-1

i =
(

0
姿 [exp - 茁1

e2i,D(k)
椰ui(k)椰

]2 +

(1 - 姿) [exp - 茁2
e2i,D(k)

椰ui(k)椰
] )2 伊

ei,D(k)ui(k)
椰ui(k)椰2 (17)

f2(k) = 滋2 移
N-1

i =
(

0
姿 [exp - 茁1

e2i,D(k)
椰ui(k)椰

]2 +

(1 - 姿) [exp - 茁2
e2i,D(k)

椰ui(k)椰
] )2 伊

ei,D(k)ui(k)
椰ui(k)椰2 [已 祝(2)

祝(2 - 淄)w
1 - 淄(k ]) (18)

其中已表示点积。 从式(16)可以看出,与单一高斯

核函数的子带算法相比,FMMCC鄄SAF 算法更灵活,
可通过调节参数 滋1,滋2,姿 和 v 进一步减小对权重向
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量更新的影响,使得算法性能更优。 采用归一化均

方偏差(NMSD, normalized mean square deviation)作
为衡量算法性能的指标,即

RNMSD (= 10lg
椰棕0 -棕椰2

2

椰棕0椰
)2

2
(19)

图 4 示出了不同 v 值对 FMMCC鄄SAF 算法的影

响。 可以看出,存在脉冲干扰时,随着参数 v 取值的

不断变大,在几乎相同的收敛速度(迭代 1 伊 104 次

左右)下,FMMCC鄄SAF 算法的稳态误差明显增大。
但是通过对比 v = 0郾 25 和 v = 0郾 5 两条曲线不难发

现:随着 v 的增大,算法的稳态性能几乎不再提升,
因此设置 v = 0郾 5。

图 4摇 不同 v 值下的 NMSD
摇

3摇 仿真实验

使用蒙特卡洛方法(平均 50 次独立运行)来评

估所提算法的性能。 在仿真实验中,将高斯白噪声

作为背景噪声 v( n)加入未知系统,选取信噪比为

30 dB;使用具有 60 dB 阻带衰减、N = 4 的余弦调制

滤波器组。
3郾 1摇 系统辨识场景的应用分析

采用系统辨识问题验证所提算法的有效性。 在

系统辨识场景中,高斯白噪声通过一阶自回归系统

(AR(1), first鄄order autoregressive) G ( z) = 1 / (1 -
0郾 9z - 1)产生有色输入信号 u( n) [5鄄9],未知系统中

棕0 是长度为 512 的真实声学脉冲响应。 兹(n)为一

个伯努利-高斯过程,即兹(n) = c( n) A( n) [8鄄9],其
中:c(n)为 n 个伯努利过程,其概率密度函数描述

为 p{c(n) = 1} = Pr 和p{c(n) = 0} = 1 - Pr,Pr 为发

生冲击噪声干扰的概率;A(n)为一个均值为 0,方差

为滓2
A = 100E[(uT(n)棕0) 2]的高斯过程。 在上述非

高斯冲击噪声环境下,将所提算法与其他算法进行

了性能对比。 为了保证比较过程的公平性,所有算

法涉及的步长参数值均依据文献[9]给出的最优参

考值。
3郾 1郾 1摇 非高斯冲击噪声环境下的性能比较

图 5 所示为 NSAF,SSAF(sign subband adaptive
filter),MCC鄄SAF,AP鄄SSAF( affine projection鄄SSAF)
以及所提MMCC鄄SAF 和 FMMCC鄄SAF 算法在冲击噪

声干扰下的收敛性能,其中 Pr = 1% 。 由图 5 可见,
只有基于 L2 范数的 NSAF 算法是严重发散的。 基

于 L1 范数优化导出的 SSAF 和 AP鄄SSAF 算法对脉

冲干扰均具有鲁棒性,但它们的缺点是收敛速度慢,
AP鄄SSAF 算法的计算复杂度较高。 尽管用 MCC鄄
SAF 算法提高了收敛速度,但稳态误差较大,而

MMCC鄄SAF,FMMCC鄄SAF 算法在与 MCC鄄SAF 算法

相接近的收敛速度下,具有更低的稳态误差。 这是

由于在代价函数中利用混合熵可以更好地抑制脉冲

干扰。 在环境中存在干扰的情况下代价函数的一阶

导数趋于 0,使得权重停止更新,w(k + 1)抑w(k),
提高了在脉冲干扰环境中的性能。 因此,构造的代

价函数为 FMMCC鄄SAF 算法提供了良好的鲁棒性,
使得其稳态误差较低。

图 5摇 在冲击噪声下不同算法的 NMSD
摇

3郾 1郾 2摇 有色噪声环境下的性能比较

为了进一步验证算法的鲁棒性,将有色噪声作

为系统额外的脉冲噪声进行验证。 常见的几种有色

噪声包括红噪声、粉红噪声、蓝噪声和紫噪声。 图 6
示出了不同有色噪声干扰下 FMMCC鄄SAF 算法的学

习曲线。 可以看出,用 FMMCC鄄SAF 算法在一定程

度上是可以抵制有色噪声的,具有一定的鲁棒性。
以红噪声为例对各算法的性能进行了比较,结果如

图 7 所示。 可见,虽然 NSAF 算法具有一定的鲁棒

性,但收敛速度和稳态误差性能均不很理想。 基于

L1 范数优化导出鲁棒的 SSAF 和 AP鄄SSAF 算法对

脉冲干扰均具有鲁棒性,但其稳态误差性能较差,

23 北 京 邮 电 大 学 学 报摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 第 46 卷



AP鄄SSAF 算法的计算复杂度随其仿射投影阶数的增

加而增加。 所提 FMMCC鄄SAF 算法与其他算法相比

拥有更低的稳态误差。

图 6摇 FMMCC鄄SAF 算法在不同有色噪声环境下的性能
摇

图 7摇 红噪声环境下不同算法的 NMSD
摇

3郾 1郾 3摇 系统发生突变环境下的性能比较

为了比较各算法的跟踪能力,将待辨识的未知

系统向量在迭代的中间过程变成 - 棕0。 图 8 所示

为脉冲干扰环境下系统发生突变后的性能。 可见,
基于最大相关熵准则的 MCC鄄SAF 算法的收敛速度

明显变慢,但用 FMMCC鄄SAF 算法在迭代到约 5 伊
104时,系统发生突变,且在保持较低稳态误差的前

提下提高了收敛速度。 此外,相比于 MCC鄄SAF 算

法,MMCC鄄SAF 算法拥有与其相近的收敛速度,但
稳态误差更低。 图 9 所示为红噪声环境下系统发生

突变时的算法性能。 显然,FMMCC鄄SAF 算法具有

更低的稳态误差,而 MMCC鄄SAF 算法比 MCC鄄SAF
算法拥有较快的收敛速度。 这是代价函数中使用了

混合高斯函数的缘故,比用单一核函数的算法其收

敛速度明显提高。
3郾 2摇 非线性信道均衡应用模型

非线性信道均衡应用模型由线性滤波器和无记

忆非线性模型组成,信道输入为 x(n)沂{ - 1,1},

图 8摇 冲击噪声环境下各算法的学习曲线
摇

图 9摇 红噪声环境下各算法的性能
摇

系统函数H( z) = 1 / (1 + 0郾 5z),其中 z 表示 z 变换。
非线性信道模型由u(n) = x ( n) + 0郾 5 ( n - 1) 和

图 10摇 非线性信道均衡下各算法的 NMSD

r(n) = au(n) + bu(n) 2 + v(n)组成,其中 a 为常数,
v(n)为冲击噪声(发生概率为 0郾 01)。 非线性信道

均衡的目的是在失误率尽可能低的情况下重现原始

输入数据,参数分别设置为 a = - 1,b = 0郾 9。 图 10
所示为在非线性信道模型下各种算法的 NMSD。
MCC鄄SAF 算法中以牺牲稳态误差为代价,提升了收

敛速度。 在算法中取相同步长的情况下,MMCC鄄
SAF 和 FMMCC鄄SAF 算法可在更低的稳态误差条件

下重现原始的输入信号。
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4摇 结束语

将最大混合相关熵准则和分数阶微分引入

NSAF 算法,提出了 FMMCC鄄SAF 算法。 利用 MMCC
误差的高阶统计量和凸特性,有效提高了算法在非

高斯环境下的鲁棒性和系统追踪性能。 此外,还利

用分数阶微分来更新权重向量。 仿真结果表明,在
脉冲干扰情况下,FMMCC鄄SAF 算法在收敛速度和

跟踪能力方面优于鲁棒的 SSAF 和 AP鄄SSAF 符号型

算法。
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