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非平稳噪声下稀疏表示的 DOA 估计算法
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摘要: 为提高非平稳噪声下远场非相干窄带信号波达方向(DOA)的估计精度,提出了一种基于稀疏重构的 DOA
估计算法. 采用类协方差差分算法构造差分矩阵,抑制非平稳噪声的影响;基于类旋转不变子空间参数估计算法基

本原理构造稀疏表示模型与权函数;利用加权 l1 范数对模型求解,实现 DOA 估计. 仿真结果表明,与传统的协方

差差分算法、噪声协方差矩阵估计算法、秩迹最小化算法以及稀疏重构算法相比,所提算法不仅能较好地抑制非平

稳噪声的影响,而且在低信噪比、低快拍数情况下具有较强的稳健性和较高的估计精度.
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DOA Estimation Algorithm for Sparse Representation Under Non鄄Stationary Noise
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Abstract: In order to improve the direction of arrival (DOA) estimation accuracy of the far鄄field non鄄co鄄
herent narrow鄄band signal in non鄄stationary noise environment, an improved DOA estimation algorithm
based on sparse reconstruction is proposed. Firstly, the class differential covariance algorithm is used to
construct the difference matrix to suppress the influence of non鄄stationary noise. Then the sparse repre鄄
sentation model and the weight function is constructed based on the basic principle of estimation of signal
parameters via rotational invariance technique algorithm. Finally, the DOA estimation is realized by sol鄄
ving the model with weighted l1 norm. Simulation shows that, compared with the traditional covariance
difference algorithm, the noise covariance matrix estimation algorithm, the rank trace minimization algo鄄
rithm, the sparse reconstruction algorithm, the proposed algorithm can not only suppress the influence of
non鄄stationary noise effectively, but also has strong robustness and high estimation accuracy under low
signal noise ratio and low snapshot number.
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摇 摇 波达方向(DOA, direction of arrival)估计是阵

列信号处理研究的重要内容,在雷达、无线通信以及

电子对抗等领域有着广泛的应用[1] . 传统的 DOA
估计算法[2鄄3]均假设阵元噪声为高斯均匀白噪声,而



在实际应用中,当天线阵元未准确校正或接收通道

硬件存在差异时,接收到的噪声呈现空时不相关但

非均匀的特性,即空间非平稳噪声、阵元噪声功率各

不相等[4] .
近年来,不少学者对空间非平稳噪声下的 DOA

估计进行了广泛的研究. 例如,Qi 等[5] 提出广义协

方差差分(GCD, generalized covariance difference)算
法,通过构造差分矩阵抑制非平稳噪声的影响,再结

合子空间算法得到 DOA 估计值,但 GCD 算法在

DOA 估计时会出现对称伪峰. 吴云韬等[6] 提出一

种噪声协方差矩阵估计 ( NCME, noise covariance
matrix estimation)算法,通过将协方差矩阵分块处

理,并以分块矩阵之间的关系估计出非平稳噪声协

方差矩阵,在减去非平稳噪声估计矩阵后,应用子空

间算法得到 DOA 估计. 基于此,汪弟杰等[7] 将 NC鄄
ME 算法与求根 MUSIC 算法相结合,降低了计算复

杂度. Liao 等[8]则提出一种协方差矩阵秩迹最小化

(RTM, rank and trace minimization)算法,利用协方

差矩阵低秩特性,将无噪声协方差矩阵低秩问题转

化为噪声功率最大化问题,以此估计出未知的非均

匀噪声功率,而后利用接收信号和非均匀噪声协方

差矩阵之差实现 DOA 估计. 王洪雁等[9]将 RTM 算

法与空间平滑算法相结合,实现非平稳噪声下相干

信源的 DOA 估计. 然而,NCME 算法与 RTM 算法必

须满足阵元数大于等于信源数的 3 倍,当不满足此

条件时,这 2 种算法的估计性能将会降低甚至失效.
上述算法存在的另一个问题是在低信噪比

(SNR,signal noise ratio)和声源相距较近的情况下,
会出现谱峰混叠现象,导致无法得到准确的 DOA 估

计值. 近年来,随着稀疏重构理论的提出和广泛应

用,学者们将稀疏重构应用于 DOA 估计中,极具代

表性的是 l1 鄄SVD 算法[10鄄12],然而,当噪声为空间非

平稳噪声时,由于阵列观测信号模型中存在未知的

非平稳噪声会影响 SVD 分解,故导致 l1 鄄SVD 算法

失效.
为解决上述问题,将类协方差差分算法与类旋

转不变子空间参数估计(ESPRIT鄄Like, estimation of
signal parameters via rotational invariance technique鄄
Like)算法[13]相结合,提出了一种非平稳噪声下基

于稀疏重构的 DOA 估计算法. 该算法利用类协方

差差分技术抑制非平稳噪声的影响,降低非平稳噪

声对定位精度的影响;同时基于 ESPRIT鄄Like 算法

的原理构造稀疏表示模型和权函数,通过解此稀疏

表示模型,实现 DOA 估计. 仿真结果验证了该算法

的性能.

1摇 信号模型

假设 K 个相互独立的远场窄带信号入射到M =
2L + 1(M > 2K)个阵元的均匀线阵上,阵元间距为

半波长,则阵列观测信号模型为

X( t) = AS( t) +N( t),t = 1,2,…,T (1)
其中:S( t) = [ s1 ( t),s2 ( t),…,sK ( t)] T 为信号向

量,A = [ a( 兹1 ),a( 兹2 ),…,a( 兹K)]为阵列导向矩

阵,a( 兹k ) = [1,e - j2仔dsin 兹k / 姿,…,e - j2仔(M - 1)dsin 兹k / 姿] T,d
为阵元间距,姿 为波长,T 为快拍数,N( t)为各阵元

的噪声矢量. 由式(1)可得协方差矩阵为

R = E{X( t)XH( t)} = ARSAH +Q (2)
其中:RS = E{S( t)SH( t)}为信号协方差矩阵,Q 为

噪声协方差矩阵. 当噪声为高斯白噪声时,Q =
diag{滓2,…,滓2}为 M 伊 M 维矩阵,当噪声为非平稳

噪声时,Q = diag{滓2
1,滓2

2,…,滓2
M} .

2摇 算法原理

2郾 1摇 类协方差差分算法

ESPRIT鄄Like 算法需满足导向矩阵为列满秩矩

阵,而 GCD 算法引入的 M 伊M 维置换矩阵 J 并不能

满足此条件,因此该算法引入一个 M 伊 M 维对称对

角变换矩阵 B = diag{ejL准,ej(L - 1)准,…,1,…,ej(L - 1)准,
ejL准},准 为非零实数. 可知,B - 1 = BH,B - 1表示矩阵

B 的逆矩阵,可得 B - 1QB = BQB - 1 =Q,因此可以利

用协方差差分技术抑制非平稳噪声的影响,即有如

下差分矩阵:
RD = BRB - 1 - B - 1RB =

[BA,B - 1A]
RS

- R
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

S
[BA,B - 1A]H =

AD

RS

- R
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

S
AH

D (3)

其中:AD = [BA,B - 1 A] 为 M 伊 2K 维虚拟导向矩

阵[14],矩阵 AD的第 k 和 k + K 列分别为 Ba( 兹k)和
B - 1a(兹k) . 令 棕k = 2仔dsin 兹k / 姿,则有

Ba(兹k) = [ejL准,ej(L - 1)准 - j棕k,…,ejL准 - j(M - 1)棕k] T

(4)
B - 1a(兹k) = [e - jL准,e - j(L - 1)准 - j棕k,…,e - jL准 - j(M - 1)棕k] T

(5)
可知,当 M > 2 且 准屹0 时,导向矩阵 AD为列满
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秩矩阵,但若将矩阵 B 换成矩阵 J,矩阵 AD并不会

为列满秩矩阵.
2郾 2摇 ESPRIT鄄Like 算法

对导向矩阵 AD的行按[2L,1]与[1,2L]进行分

块处理:

AD =
AD11

AD

é
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ê

ù

û
ú
ú

12
=

AD21

AD
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ê
ê

ù

û
ú
ú

22
(6)

其中:AD11和 AD22均为 2L 伊 2K 维导向矩阵. 定义 2L
伊 2L 维置换矩阵 J,则有

AD11 = [BD1aD11(兹1),…,BD1aD11(兹K),
B - 1

D1 aD11(兹1),…,B - 1
D1 aD11(兹K)] (7)

JAD22 = [D(兹1)BD1aD11(兹1),…,D(兹K)BD1aD11(兹K),
D(兹1)B -1

D1 aD11(兹1),…,D(兹K)B -1
D1 aD11(兹K)] (8)

其中

BD1aD11(兹k) = [ej(L - 0)准,…,ej(L - L)准 - jL棕k,…,
ej(L - 1)准 - j(M - 2)棕k] T (9)

B - 1
D1 aD11(兹k) = [e - j(L - 0)准,…,e - j(L - L)准 - jL棕k,…,

e - j(L - 1)准 - j(M - 2)棕k] T (10)
D(兹k) = diag{ej2L棕k,ej2(L - 1)棕k,…,ej2(1 - L)棕k}

(11)
因此,当 兹 = 兹k 时,矩阵 JAD22 - D(兹k)AD11的第 k 和

k + K 列为零.
由于 RD = RH

D,所以 RD为 Hermitian 矩阵,对 RD

进行特征值分解:
RD =USVSUH

S +UnVnUH
n (12)

其中 VS沂R2K 伊 2K为由 2K 个非零特征值组成的对角

矩阵. 由式(3)可知,这 2K 个非零特征值包含 K 个

正特征值和 K 个负特征值,US沂RM 伊 2K为信号子空

间, Un 沂 RM 伊 (M - 2K) 为 噪 声 子 空 间, Vn 沂
R(M - 2K) 伊 (M - 2K)为由 M - 2K 个零特征值组成的对角

矩阵. 与式(6)相似,将信号子空间 US 的行以[2L,
1]与[1,2L]分块处理:

US =
US11
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(13)

依据 ESPRIT鄄Like 算法原理,即存在一个 2K 伊
2K 维满秩矩阵 T,使得 US11 = AD11T 和 US22 = AD22T,
构造对角矩阵 追(兹):

追(兹) = diag{ej2L棕,ej2(L - 1)棕,…,ej2(1 - L)棕} (14)
则有

JUS22 -追(兹)US11 = (JAD22 -追(兹)AD11)T (15)
同理,当 兹 = 兹k 时,矩阵 JUS22 - 追(兹k)US11的第

k 和 k + K 列为零.

3摇 稀疏表示模型

基于第 2 节分析,结合稀疏重构思想,将所估计

的角度区间进行均匀网格划分为 专 = [ 兹1,兹2,…,
兹N],N 为网格划分数,构建矩阵 G:

G = [vec(追(兹1)US11),vec(追(兹1)US11),
…,vec(追(兹N)US11)] (16)

由稀疏重构理论可知,稀疏信号可通过 l0 范数

优化问题求解:
min椰WpN椰0 s. t. 椰vec(JUS22) -GpN椰2 < 着

(17)
式(17)是一个 NP鄄hard 问题,无法求解,因此将

l0 范数优化问题转化为无约束 l1 范数凸优化问题

求解[10]:
min {椰vec(JUS22) -GpN椰2 +椰WpN椰1}

(18)
其中:pN = [p1,p2,…,pN],当角度 兹n = 兹k 时,元素 pn

非零;否则 pn 为零,因此不存在对称伪峰,W 为权函

数,权函数表达式为

W = diag{det (CHJUS22 - CH追(兹1)US11),…,
det (CHJUS22 - CH追(兹N)US11)} (19)

其中 C 为任意的 2L 伊 2K 维满秩矩阵. 得到权函数

后,利用 CVX 工具箱对式(18)求解得到稀疏向量

pN,并寻找其中非零元素即可得到 DOA 估计值.

4摇 算法分析

4郾 1摇 信源过载能力

对于 M 个阵元,K 个入射信号的信号模型,NC鄄
ME 算法将非平稳噪声协方差矩阵分块成 3 个矩阵

依次求解,因此需满足 M逸3K. RTM 算法在测量非

平稳噪声矩阵时,要使信号协方差矩阵满足低秩条

件,因此也需要满足 M逸3K. 而 GCD 算法与本文算

法只是利用协方差差分矩阵抑制非平稳噪声的影

响,因此只需满足 M逸2K + 1. 综上可知,相比于

RTM 算法和 NCME 算法,本文算法的信源过载能力

更优.
4郾 2摇 算法复杂度

GCD 算法与 NCME 算法利用传统 MUSIC 算法

进行 DOA 估计,计算复杂度与 MUSIC 算法相同,为
O(M3) . RTM 算法需解半定规划问题,计算复杂度

为 O(M3郾 5) [8] . 本文算法首先对差分矩阵 RD进行特

征值分解,计算复杂度为 O(M3);其次构造 N 个权
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值计算复杂度为 O(4L2N);最后利用 CVX 包求解式

(18),计算复杂度为 O(N3) . 因此本文计算复杂度

为 O(M3 + 4L2N + N3),一般情况下 N垌M,计算复杂

度可化简为 O (N3 ) . l1 鄄SVD 算法计算复杂度为

O(K3N3) [10] . 综上可知,较之 GCD 算法、NCME 算

法与 RTM 算法,本文算法计算复杂度较高. 主要原

因是前 3 种算法是利用子空间算法完成 DOA 估计,
而本文算法是利用稀疏重构完成 DOA 估计,但较之

l1 鄄SVD 算法,本文算法的计算复杂度较低.

5摇 仿真分析

为验证本文算法 DOA 估计性能,选取 GCD 算

法、NCME 算法、RTM 算法与 l1 鄄SVD 算法进行对比.
仿真采用 9 个阵元的均匀线阵,阵元间距均为 d =
姿 / 2,准 = 5,空间非平稳噪声协方差矩阵 Q = 滓2

n 伊
diag{1,5,10,2,15,0郾 1,7,18,1},滓2

n 为噪声功率,信
噪比定义为 10lg(滓2

s / 滓2
n),滓2

s 为信号功率. 网格划

分范围为( - 90毅,90毅),划分间隔为 1毅. 定义均方根

误差为

1
NRK

移
K

k = 1
移
NR

r = 1
( 兹̂r

k - 兹k) 2

其中:兹̂r
k 为第 r 次实验中对真实 DOA 参数 兹k 的估

计值,NR 为蒙特卡罗实验次数. 仿真结果均由 NR =
100 次蒙特卡罗实验获得.

图 1摇 5 种算法定位结果

仿真 1摇 为验证本文算法的有效性,假设 2 个

非相干的远场窄带信号分别以 - 20毅和 40毅方向入

射到阵列上,信噪比为 10 dB,快拍数为 200,仿真结

果如图 1 所示. 分析可知,l1 鄄SVD 算法无法准确进

行 DOA 估计,GCD 算法会出现对称伪峰,而 NCME
算法、RTM 算法与本文算法能准确地进行 DOA 估

计,表明本文算法解决了传统稀疏重构算法在非平

稳噪声下失效的问题,并且消除了 GCD 算法带来的

对称伪峰.
仿真 2摇 为验证本文算法的分辨率,假设 2 个

非相干的远场窄带信号分别以 20毅、25毅方向入射到

阵列上,信噪比为 - 5 dB,快拍数为 200,仿真结果如

图 2 所示. 分析可知,l1 鄄SVD 算法仍然无法准确进

行 DOA 估计;GCD 算法、NCME 算法与 RTM 算法出

现频谱混叠现象,无法分辨出 20毅和 25毅两个信源目

标;本文算法能很好地分辨出这 2 个信源目标,表明

其在低信噪比情况下具有较高的分辨率.

图 2摇 低信噪比且声源相距较近时定位结果
摇

仿真 3摇 为验证本文算法在不同信噪比下的估

计性能,假设 2 个非相干远场窄带信号分别以 30毅、
50毅方向入射到阵列上,信噪比变化范围为[ - 10,
10] dB,变化间隔为 2 dB,快拍数为 200,仿真结果

如图 3 所示.

图 3摇 RMSE 随信噪比变化曲线
摇

分析可知,4 种算法均方根误差均随信噪比的

增大而减小,在低信噪比情况下,本文算法的均方根

误差始终低于其余 3 种算法,这表明本文算法具有

较好的角度估计精度.
仿真 4摇 为比较本文算法在不同快拍数下的估

计性能,假设 2 个非相干远场窄带信号,分别以

30毅、50毅方向入射到阵列上,信噪比为 - 5 dB,快拍

911第 1 期摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 韦摇 娟等: 非平稳噪声下稀疏表示的 DOA 估计算法



数变化范围为[50,500],变化间隔为 50,仿真结果

如图 4 所示. 分析可知,4 种算法的均方根误差均随

快拍数的增大而降低,然而本文算法的均方根误差

始终低于其他 3 种算法,表明本文算法的 DOA 估计

性能受快拍数影响较小,在不同快拍数情况下均具

有较高的估计精度.

图 4摇 RMSE 随 T 变化曲线
摇

仿真 5摇 为验证本文算法在不同非平稳噪声协

方差矩阵下的有效性,设置 3 个噪声协方差矩阵:
Q1 =Q,Q2 = 滓2

ndiag{5,1,20,1郾 5,0郾 1,7,2郾 3,2,4}、
Q3 = 滓2

ndiag{12,0郾 4,2,1,5,3郾 2,6,7,2郾 3},其他仿

真参数的设置如仿真 2,仿真结果如图 5 所示. 分析

可知,在低信噪比且不同的噪声协方差条件下,本文

算法均可有效地识别 2 个目标声源,表明本文算法

具有较好的噪声鲁棒性能.

图 5摇 本文算法在不同非平稳噪声下的定位结果
摇

6摇 结束语

提出了非平稳噪声下基于稀疏表示的 DOA 估

计算法,该算法不但利用类协方差差分抑制了非

平稳噪声的影响,而且基于 ESPRIT鄄Like 算法原理

构造稀疏表示模型并消除了协方差差分技术带来

的对称伪峰. 所提算法解决了传统稀疏重构定位

算法无法适用于非平稳噪声环境下的问题,较之

传统 GCD 算法、NCME 算法和 RTM 算法,虽然计

算复杂度较高,然而信源过载能力较强;同时,仿
真结果表明,所提算法具有较高的分辨率与较好

的 DOA 估计性能.
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