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基于通联行为的信息传播模式挖掘方法

项英倬,摇 魏摇 强,摇 游摇 凌
(盲信号处理国家重点实验室, 成都 610041)

摘要: 针对通信内容未知且无关通联占比高情况下信息传播模式的挖掘问题,提出了一个生成模型,对通联行为发

生的时间建模,预测网络中用户通信内容的相关性,进而获取网络中信息的传播模式. 证明了求解所提模型的复杂

度为 NP鄄hard,并提出用 NetMine 算法来估计模型的一个近似最优解. 实验结果表明,所提 NetMine 算法能够高效地

挖掘网络中信息的传播模式,并优于已知的其他方法.
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Abstract: To deal with the challenges of information diffusion pattern mining problem which the commu鄄
nication content is unknown and innocent data occupies a very high ratio of the observed data, the article
proposes a probability model predicting the relativity of the communications between users, which infers
the information diffusion. In addition, it proves the inferring problem NP鄄hard, and proposes NetMine al鄄
gorithm to get a near optimal solution. Experiments show that the proposed NetMine algorithm outperforms
other state鄄of鄄art algorithms.
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摇 摇 信息的传播、影响力的分析、木马和病毒的传播

等是社交网络和信息网络中重要的研究领域[1鄄3],挖
掘网络中信息传播模式将有助于这些问题的分析.
网络中信息的传播模式指目标信息(木马、病毒、某
个观点等)在网络中传播的模式,该模式难以通过

观察得到. 挖掘网络中信息的传播模式需要解决 2
个挑战:淤 网络中传播的信息内容是未知的、无法

获取的;于 网络中背景通信流量占比远高于目标信

息流量. 一般的场景下,能够利用的数据只有通联

双方和通信发生的时间. 比如,在挖掘僵尸网络中,
比较容易获取节点间通信行为及通信时间,但节点

间通信的负载难以进行分析. 目前,关于信息传播

的研究方法大都基于通信内容的方法[4鄄5]、通信内容

与通信属性结合的方法[6鄄8],或者是基于复杂网络的

一些方法[9鄄10] . 而这些方法在通信内容未知且通信

属性只有时间时,难以发挥很好的效果.
笔者所研究的场景比较特殊,在仅知网络中用

户通联双方及通联时间的情况下,推断用户间传递



内容的相关性,进而分析用户间信息的传播模式.
通常情况下,容易观测到某用户与其他用户发通信

的时间序列,而通信内容未知,那么,如何通过这些

通信数据分析网络中的信息是如何传播的呢? 网络

中什么样的信息传递模式能够来解释这些观测的通

联数据呢? 为了解决这些问题,采用生成模型对用

户间通联数据的相关性和信息传播模式进行建模,
并试图找到一个隐含的网络子图,使得通联数据的

似然函数能够最大化. 网络中的指令、僵尸网络中

的指控数据等信息的传播存在一个固定的模式,如
果网络中通联数据能够构成一个有向多边网络

(multi鄄edge digraph),信息的传播模式将是该网络

的一个有向子图.

1摇 信息传递模式挖掘方法

1郾 1摇 问题定义

一般来说,网络中用户间信息的传播遵循一定

的模式,而这个模式通常可以表示用户间信息传递

的关系. 下面给出网络中用户间信息传播模式的一

个定义.
定义 1摇 网络中用户间信息传播模式指在通信

网络 Go(V, E)中代表用户间信息传播的一种固有

模式. 本节中用网络 G(V, E)代表用户间信息传播

关系的网络,那么 G ( V, E) 是一个有向图,且是

Go(V, E)的一个子图,代表用户间的信息更加倾向

于沿着网络 G(V, E)中的边传播. 网络 G(V, E)中
的每条边称为信息传递边,而网络 Go(V, E)的非信

息传递边称为普通边.
定义 2摇 用户间信息传递模式挖掘问题指给定

节点的集合 V,以及节点之间的通联数据 A = {( vi,
vj,tk) | vi,vj沂V,i屹j},如何推测节点间传递信息的

相关性,并得到 G(V, E) .
容易得到通信网络 Go(V, E)的拓扑,只需要将

每条通联数据当作一条边,并将所有的边组合起来;
而用户间信息的传递模式 G(V, E)是不容易得到

的. 由于通信内容是未知的,为了得到网络中信息

的传播模式,首先需要根据节点的通信行为,推测通

信内容的相关性,然后分析信息的传播模式. 文献

[11鄄13]中指出,信息转发的时间间隔 驻t 满足指数

分布或幂律分布,即 p(驻t) ~ e - 琢驻t 或者 p (驻t) ~
(驻t) - 琢 . 如果用户收到某次通信后在短时间内又与

其他用户通信,那么可以推测用户间传递的信息是

相关的,这里使用 f( ti,j | tk,i)来衡量传递信息的相

关性.
1郾 2摇 信息传播模型

为了方便后续数据处理,首先需要将通联数据

A 进行整理. 这里定义用户的行为记录.
定义 3摇 用户的行为记录指用户接收信息与发

送信息的行为所构成的记录. 那么,Rrecord = {R i | i沂
V}, 其中

R i =
…rxry…sp…| rx: = recievetime of node x寅i,
sp: = sendtime of node i寅{ }p

(1)
定义一个最大观测时间窗口 T,并将每个用户

的行为记录切成许多时间切片 ts. 由于需要挖掘用

户传递信息的行为,所以仅从用户收到其他用户发

送给其信息的时间开始作为时间切片的起点,并只

考虑用户的发送行为. 笔者认为,用户在时间窗口

外的发送行为与窗口内收到信息的时间间隔过长而

不会存在信息传递的可能. 图 1 为用户 i 的行为记

录及时间切片的示意图. 在时间切片 rx 与 rx + T 之

间只有 2 个发送行为,因此该时间切片可以表示为

tsrx,i = { rx,su,sv},每个时间切片由 2 个下标来确定,
第 1 个下标代表该时间切片开始的时间,第 2 个下

标代表用户 i 的时间切片,并且每个时间切片的第 1
个数据为该用户收到信息的用户及时间,后续的数

据全部为该用户的发送行为及时间. 切割所有用户

的行为记录,将通联数据 A 转化为了时间切片的集

合 TS,容易证明,通联数据 A 与时间切片 TS 是可以

互相转化的,时间切片只是对数据变换了一个表现

形式.

图 1摇 节点行为记录及时间切片示意图

摇

在图 1 中,由于并不知道用户 i 收到来自用户 x
的消息后,是否将消息转发给了用户 u 或者 v,因此

需要根据不同情况进行讨论. 如果由用户 x 指向用

户 u 之间的边属于 G(V, E),那么用户有很大的概

率是进行信息传播的行为,使用 f( ti,u | tx,i)来表示衡

量这种概率的大小;如果由用户 x 指向用户 v 之间

的边不属于 G(V, E),那么可以使用一个非常小的

数值 着 来表示这种情况发生的概率. 由于用户转发

消息时可能会发送给 G(V, E)中一个或多个子节

点,那么用 茁 表示用户未发送子节点的概率大小.
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这样可以得到一个时间切片的似然函数:

f(tsrx,i |G,Go) = 仪
k沂Vout( i)

着m (1 - 着) n茁q f( ti,sk | trx,i) =

仪
k沂Vout( i)

f 忆( ti,sk | trx,i,着,茁) (2)

其中:ti,sk为用户 i 发送信息给用户 k 的时间,n 为时

间切片中用户 i 发送信息给子节点的通信数量,m
则为用户 i 发送信息给非子节点的通信数量,q 为用

户未发送给其子节点的数量,m + n 为用户 i 在

Go(V, E)中的出度与 G(V, E)中出度的差,Vout代

表节点的出射边集合.
图 2 给出了式(2)的一个说明. 图中虚线表示

Go(V, E)中的非信息传递边,实线表示 G(V, E)中
的信息传递边. 一般来说,用户间信息传递模式

G(V, E)是未知的,可以发现,第 1 个潜在传递模式

更加容易产生右边的时间切片,因此由式(2)表征

的似然函数就要大一些.

图 2摇 时间切片与潜在传播模式
摇

考虑所有的时间切片集合 TS,可以得到全部观

测数据的似然函数为

f(TS |G,Go) = 仪
i沂V,rx沂Ri

f(tsrx,i |G,Go) (3)

这样,将通信网络中用户间信息传递模式挖掘

问题转化为了如何找到 G 使得式(3)最大化. 下面

对式(3)的一些性质进行分析. 首先,式(3)是非负

的,因为式(2)是非负的;其次,式(3)是单调的,也
就是说,对于 G(V,E)及 G忆(V,E忆),E奂E忆,f(TS | G,
Go) < f(TS |G忆,Go),因为根据式(2),将一条普通边

转变为信息传递边后,似然概率中的一个 着 变为更

大的概率值. 那么,向 G(V,E)中增加边后并不会降

低解的性能,G(V,E) = Go(V,E)应该是最佳的解,
然而希望挖掘出的信息传播模式 G(V,E)要稀疏一

些,这样更能够表征原网络 Go (V,E)中的一些特

性,尤其是得到信息传播的一些骨干路径图. 因此,
将网络 G(V,E)中边的数据限制为 k. 重新改写通

信网络中用户间信息传递模式挖掘问题为

G忆 = arg max
|G |臆k

f(TS |G,Go) (4)

一般来说,采用暴力搜索的方法求解式(4)需

要指数的时间,下面证明求解式(4)是 NP鄄hard.
定理 1摇 由式(4)定义的通信网络中用户间信

息传递模式挖掘问题是 NP鄄hard.
证明摇 见附录 A.
定理 1 证明了通信网络中用户间信息传递模式

挖掘问题为 NP鄄hard,因此求解该问题难以在多项

式时间内找到求解算法. 通常,求解这类问题一般

采用启发式的搜索算法或者是求解一个近似最

优解.
1郾 3摇 NetMine 算法

为了求解式(4),先对其两边取对数,将似然函

数 f(TS | G,Go)转化为 log 似然函数 log f( TS | G,
Go) . 更进一步,对等式右边做等价转化,改为优化

增量最大化. 首先假设一个空网络 K,其边全部是

普通边.
G忆 = argmax

G
(log f(TS |G,Go) - log f(TS |K,Go))

(5)
将式(2)和式(3)代入式(5)得到

G忆 = arg max 移
i沂V,rk沂Ri

移
j沂Vout( i)

log w( i,j) (6)

其中:w( i,j) = 着 - 1 f忆( ti,s j | trx,i,着,茁) . 为了方便,定义

F(TS |G) = 移
i沂V,rk沂Ri

移
j沂Vout( i)

log w( i,j) (7)

下面研究式(7)的一些性质.
定理 2摇 假设 V 为节点的集合,TS 为时间切片

的集合,那么 F ( TS | G) 是子模函数 ( submodular
function)F: 2w 寅迬 ,其中,W哿V 伊 V 为有向边的

集合.
证明摇 见附录 B
一般来说,子模函数的最大化问题都是 NP鄄

hard[14],但是笔者通过贪婪算法求得了一个近似最

优解,从一个空图 K 开始,每次循环向图里添加一

个可以使式(7)的增量最大的边,直到 K 里有 k 条

边为止. 根据上述思想,下面给出了 NetMine 算法

的伪代码.
算法 1摇 NetMine 算法

Require: TS,k, Go

G饮K
for all ts沂TS
摇 摇 Sts饮all possible subordinates
While |G | < k
摇 摇 For all( i,j)沂Go \G
摇 摇 摇 摇 啄i,j = 0,Mi,j饮芰
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摇 摇 For all ts:( i,j)沂ts
摇 摇 摇 摇 If w( i,j)逸w(Parentts( j),j) then
啄 j,i = 啄 j,i + w( i,j) - w(Parentts( j),j)
摇 摇 摇 摇 摇 Mi,j饮Mi,j胰{ts}
( i*,j*)饮arg max

( i,j)
啄i,j

摇 摇 G饮G胰{( i*,j*)}
摇 摇 For all ts沂Mi*,j*

摇 摇 摇 Parentts( j*)饮i*

Return G
在代码实现中,还采用了局部更新和延迟计

算[15]的方法来加快迭代的速度. 因为通常每个时

间切片并不是特别大,一般仅涉及网络中的几个点,
如果一次循环中 NetMine 算法选择的边不涉及该时

间切片中任何一个节点时,那么该时间切片对下一

个循环的增量贡献为零,因此在计算下一次的循环

过程中,仅需要计算有影响的时间切片即可. 这样,
可以大幅度减少每次循环中的计算量. 而延迟更新

的思想则是:在每次循环过程中,优先从选择较大增

量的边来进行比较. 假设 G1,G2,…,Gk 是贪心算法

每次循环后依次得到的网络,令 驻e (G i ) = F( TS |
G i胰{e}) - F(TS |G i)代表第 i 次循环中将边 e 添加

到网络中后得到的增量. 由于 F(· | G) 的子模性,
那么当 i臆j,有 驻e(G i)逸驻e(G j) . 由此,在每次循环

中,边 e 的增量只能是单调递减的,这意味着在一次

循环中增量较小的边不可能在下一次的循环中使得

增量突然变大. 这样,每次循环都维护一个增量的

序列,每次循环时,算法可以优先从最大增量的边开

始,由于在新的循环中,该增量可能会降低,那么只

要重新计算增量即可,并将改变重新插入到增量序

列中;如果增量不变,就选取这条边作为本次循环的

最优边.
NetMine 算法也比较容易进行并行化处理,从

而提升计算速度及对大规模网络的适应性. 比如在

初始化计算每个时间切片的似然函数及更新边的增

量时,容易进行大规模的并行处理,这又可以增快算

法的速度.

2摇 实验分析

2郾 1摇 模拟数据仿真

使用模拟数据对 NetMine 算法的性能进行分

析,并与基本方法和静态图算法进行对比验证. 为

了生成模拟数据,首先确定一个节点的集合 V,然后

使用 Kronecker 图[16鄄17] 生成真实的有向网络结构,
用户之间的信息将在网络的有向边上传播,该网络

结构通常代表用户间信息传递的传递模式. 考虑随

机图[18] ( Kronecker 参数矩阵为 [ 0郾 5, 0郾 5; 0郾 5,
0郾 5])、层次社区结构[19] ( Kronecker 参数矩阵为

[0郾 962, 0郾 107; 0郾 107, 0郾 962 ]) 及随机幂律随机

树[20]3 种不同的网络结构. 实验中,随机选择网络

中一个节点作为信息传递的起始节点,并为每条边

设置一个转发概率来控制信息传播的广度,然后设

置一个转发时间间隔参数来控制用户转发信息速度

的快慢. 这样,可以模拟生成一系列用户传递信息

的数据,且网络中每条边尽可能参与一次信息的传

播. 然后,生成大量的随机通联数据来模拟网络中

用户的背景通信数据,为使模拟数据更加符合真实

数据中低信噪比的情况,用户间信息传递数据与背

景通信数据比值一般小于 0郾 01,为了方便,采用信

噪比来表示这一指标.
例如在实验中,模拟生成一个具有 64 个节点及

75 条有向边的层次型社交网络,然后模拟用户的信

息传递行为,生成 180 条信息传递记录及 1郾 2 万条

背景通信数据,使得层次社交网络中全部的边均至

少参与了一次信息的传递.
比较 2 个算法:来自文献[9鄄10]的静态图算法

和基本算法. 静态图算法的基本思想是:选取通联

数据中出现次数、通联性等得到的 k 个边作为挖掘

结果;基础方法的思想是:采用 p ( u, v) = 移
ts沂TS

P ts

(u,v)作为边的权重,即信息由边 u 传给边 v 的似然

程度,并选取权重最大的 k 个边作为挖掘结果.
为了评估算法的性能,通过对比挖掘出的信息

传递模式图 G 与模拟生成的网络 G忆进行对比来确

定结果的好坏. 定义查全率为挖掘出的网络中的边

在真实网络 G忆中的比例;准确率为挖掘出的边正确

的比例. 希望的结果是在高准确率的基础上,尽可

能地提高查全率,也就是说,如果挖掘出少量边,希
望这些边尽可能都在真实的网络 G忆中,而随着挖掘

出的边增多,准确率会逐渐下降,而查全率单调

升高.
图 3 给出了 3 种算法的仿真实验结果. 从结果

可以看出,信噪比为 0郾 03 时的算法性能要好于信噪

比为 0郾 004 时的算法性能. 这说明信噪比对于算法

的性能影响还是比较明显的. 在 3 种算法中,无论

是不同的网络结构类型还是不同的信噪比,静态图
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图 3摇 算法性能对比
摇

算法性能都是最差的,而且当信噪比降低到 0郾 004
之后,该算法在随机图网络中已经失效,无法挖掘出

可信的结果. 这说明了对于这种具有时序信息数据

的挖掘,传统的基于复杂网络指标的挖掘算法难以

挖掘出用户的信息传递模式. 通联频率高的 2 个节

点之间的边未必是对信息传递影响最大的边,这对

于常识里面认为通联频率高、数据量大的线路最重

要有一定出入. 这些通联频率高的边可能在某种程

度上说明这条线路的两个端点之间有大量的数据要

传输,然而对于网络中用户间信息的传递来说,这条

边可能并不是那么重要. 这说明了不同的网络结构

中,由于结构的不同,有的边可能需要承载大量的数

据,然而这些数据以背景通联数据为主;而用户间信

息的传递可能未必会通过该边进行传播,用户间信

息的传递模式网络与观测到的通联数据网络存在很

大差异.
提出的 NetMine 算法在信噪比为 0郾 03 时与基

础方法性能差别不大,都能够达到不错的性能. 这

两种算法对于不同的网络结构均能够在查全率为

0郾 9 左右时准确率达到 0郾 95 以上,这说明了算法的

可靠性及稳定性. 而当信噪比降到 0郾 004 时,基础

方法已经基本失效,只有在层次社交网络结构中还

具有一定性能;而 NetMine 算法在这 3 种网络结构

中均可以取得最好的效果.
一般来说,如果能够获取更多的用户间信息传

递数据,就能够显著提高算法性能. 而本实验中,仅
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模拟生成了 180 条用户间信息传递数据,这能够说

明 NetMine 算法在有效数据量不大的情况下,仍可

以很好地挖掘出用户间信息传递的模式.
从不同的网络结构看,算法对于层次社交网络

结构的挖掘效果最好,而随机图和随机树这 2 个随

机网络的挖掘性能要稍微差一些. 一个可能的原因

在于:随机网络中,模拟用户传递信息的通联数据与

随机数据过于类似,从而导致算法难以获取有用的

信息. 尽管 NetMine 算法性能在不同的网络结构下

有一定区别,但仍然相对比较稳定,这从稳定性的角

度说明了 NetMine 算法的可靠性.
图 4 给出了算法性能与数据信噪比在不同网络

结构下的关系. 实验中,每个网络具有 512 个节点

以及 755 条边,每次仿真中仅生成了 300 条用户间

信息传递的数据. 从图中可以看出,固定内容相关

的通联数据量之后,NetMine 算法和静态图算法性

能都随着信噪比的提升而提高,这在 3 种不同的网

络结构下均表现出相同的趋势. 更进一步,从图中

可以看出,NetMine 算法的性能无论信噪比为何值,
均优于静态图算法;NetMine 算法性能随着信噪比

的提升,在信噪比为 0郾 4 之后达到平稳的状态,
BreakPoint 大约在 0郾 94 左右,而且算法性能在 3 种

网络结构下都非常稳定,这说明了算法挖掘结果的

准确率和查全率都非常高,而静态图算法的性能上

限在 0郾 7 左右,而且不同的网络结构下,其性能起伏

比较大.

图 4摇 算法性能与信噪比
摇

提出了延迟计算和局部更新的技术来对算法进

行加速,图 5 给出了算法的加速性能.
实验中采用了层次社区结构这一网络结构,图

中横坐标为观测到的总数据量,纵坐标为算法运行

的时长. 从图中可以看出,NetMine 算法中采用的延

迟计算和局部更新算法能够大幅度加快搜索最优解

图 5摇 算法加速性能分析

摇
的速度,速度提升了近 7 倍,而且算法耗时随通联数

据量的增长而增加缓慢. 相比于贪心算法,NetMine
算法的耗时曲线斜率要平缓得多,处理 5 万条通联

数据仅需要 500 s 左右的时间. 从图 5 中还可以看

出,算法耗时随着通联数据量的大小几乎是线性增

长,相比于多项式级别的增长来说,这将非常有利于

处理大规模的通联数据.
2郾 2摇 Enron 邮件集数据实验

Enron 邮件集[21]是 Enron 公司几千名员工办公

邮箱中的邮件数据集合,最初由联邦能源局公开,由
卡内基梅陇大学的 William Cohen 收集并用于科学

研究[22] . 采用了其中一个含有 151 名标注了员工

岗位职级的版本,由于仅需要邮件通信的双方和时
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间,所以舍弃了邮件的内容,仅提取了邮件的发送

者、接收者及邮件发送时间, 将这些数据存入

MySQL 数据库中. 将有效的邮件数据输入到 Net鄄
Mine 算法中,设置算法的参数 k = 11,也就是说,仅
挖掘由 11 条边构成的信息传递网络,结果如图 6
所示.

图 6摇 Enron 邮件集中用户信息传递模式与职级
摇

从图 6 中可以看出,Enron 公司员工间信息的

传递模式大部分是由高级职位的员工传向低职位的

员工,这可以看作是一种指令类信息的传播过程,由
高层向低级别员工传递信息. 但是,也不总是这样,
比如 Steven Harris 这名高管,他属于信息的汇聚方,
信息由下属流向了他. 研究 Steven Harris 的邮件内

容和标题发现,这名高管几乎所有的邮件都是在回

复他人的邮件,很少主动发送邮件,也就是说,这名

高管的工作流程通常是员工将信息汇总到他这里,
然后他再进行相应处理,处理后再转发出去. 因此,
这是一个信息汇聚的传播模式.

从结果中看,网络中用户间信息传递的模式中

每条信息传递路径的长度并不是特别长,电子信息

技术的发展拉近了人与人之间的距离,从高管到员

工需要的转发次数并不是太多.

3摇 结束语

研究了通信网络中用户间信息传递模式的挖掘

问题,并提出了 NetMine 算法对用户间信息传递模

式进行挖掘. 通过模拟的仿真实验发现,NetMine 算

法能够较好地挖掘出相应的信息传递模式,且仅利

用了通信发生的时间这一属性,就取得了出乎意料

的结果. 通过与基于静态网络的挖掘算法对比发

现,网络中流量大的边在信息的传播中所起的作用

未必会很大,这对于研究网络中信息的传播、市场营

销等具有很强的指导意义. 将算法应用于 Enron 邮

件集合中,分析了 Enron 公司中员工间信息的传递

模式.
进一步的研究内容将在运行速度方面对算法进

行优化,使其能够更快地处理海量数据.
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摇 摇 附录 A摇 定理 1 证明.
将通信网络中用户间信息传递模式挖掘问题规

约到 MAX鄄k鄄COVER 问题[14] 中来. 在 MAX鄄k鄄COV鄄
ER 问题中, 给定一个有限集合 W( |W | = n)和一些

子集 S1, …, Sm奂W 的集合, 目标函数为

FMC(A) = |胰i沂ASi | (A1)
式(A1)表示由 A 索引的子集覆盖 W 中元素的

个数. MAX鄄k鄄COVER 的目标是选取 k 个子集使得

FMC最大化. 假设一个势为 n 的时间切片集合 TS 及求

解的目标网络G, 使得max
|G |臆k

FTS(G) = max
|A |臆k

FMC(A). 网络

G 的节点为 V = {1, …, m}胰{ r}, 可以做一个双射

( i, r)圮Si, 那么 f(TS | G, Go)将会增加(如果将一

个普通边转化为信息传递模式的边), 因此可以做

如下映射: f(TS |G胰( i, r))圮Si . 如果在 G 中增加

一条边( i, r)沂G, 则选择 Si 进入 A, 那么一个含有

k 条边的网络 G 等价于 MAX鄄k鄄COVER 问题中的一

个解 A. 因此, MAX鄄k鄄COVER 的每个解 A 都可以等

效为由式(4)定义的问题的一个解 G.
附录 B摇 定理 2 证明.
首先考虑单个时间切片 ts, 网络 G奂G忆, 以及

一条边 e = ( r, s)埸G忆. 假设 w i, j为网络 G 中边( i,
j)的权重,w忆i, j为 G忆中边( i, j)的权重. 因为 G奂G忆,
显然对于所有的边有 w忆i, j逸w i, j逸0. 如果( i, j)为网

络 G 和 G忆共同的边, 那么 w i, j = w忆i, j . 设 MA, e =

移
i沂A \{ r}

w( i, s), 容易得到 MG, e臆MG忆, e, 因此

F(ts |G胰{e}) - F(ts |G) =

(log
MG, e + w( r, s)

MG,
)

e
逸 (log

MG忆, e + w( r, s)
MG忆,

)
e

=

F(ts |G忆胰{e}) - F(ts |G忆) (B1)
由于子模函数的非负线性组合仍然是子模函

数, 所以 F(TS |G) = 移 F(ts |G)也是子模函数.
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