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有限时间 Back鄄Stepping 动态面控制
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摘要: 针对一类具有外干扰和建模误差的 n 阶非线性系统提出一种有限时间 Back鄄stepping 动态面控制. 在动态面

控制方法的子系统控制器设计中设计一个快速有限时间收敛的非线性滤波器,以代替一阶线性滤波器. 该方法可

避免“计算膨胀冶,降低高阶系统的误差积累,同时可避免高阶系统有限时间控制难以解决的奇异性问题. 针对动

态面控制稳定性分析中未将估计误差考虑在内的不足,将其一并考虑,并证明了其稳定性,给出稳态控制误差. 最

后结合四旋翼飞行器位置控制系统仿真验证了其工程的实用性和优越性.
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A Finite鄄Time Back鄄Stepping Dynamic Surface Control
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Abstract: A finite time back鄄stepping dynamic surface control was proposed for n鄄order nonlinear systems
with external disturbances and modeling errors. In the subsystem controller design of the dynamic surface
control method, a nonlinear filter with fast finite time convergence was designed to replace the first order
linear filter. This method can avoid “ explosion of terms冶, reduce the error accumulation of high order
system, and at the same time can avoid the singularity problem that is difficult to solve in high order sys鄄
tem of finite time control. In order to solve the problem that the estimation error was not taken into ac鄄
count in the stability analysis of dynamic surface control, the stability of the estimation error was consid鄄
ered, and the steady鄄state control error was given. Finally, combining with the position control of the
four鄄rotor aircraft, the simulation verifies its engineering practicability and superiority.
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摇 摇 近几十年来,线性系统控制取得大量成果,如精

确线性化[1]、滑模控制[2] 和 Back鄄stepping 控制[3]

等. 与其他控制方法相比,Back鄄stepping 控制在高

阶不确定系统的控制器设计问题上具有明显优势,
因此被广泛用于飞行器控制[4]、水下航行器控

制[5]、直流电机控制[6] 等方面. 但在 Back鄄stepping

控制器设计中,需对虚拟控制律求导,因此出现了

“计算膨胀冶 [3]的问题.
为了克服“计算膨胀冶,Swaroop[7]提出动态面控

制技术. Xu 等[8鄄13]将动态面技术与现有其他技术结

合,改进了动态面部分性能,但仍未有根本性改进.
Wang[14]提出指数项为(0,1)之间形式的非线性滤



波器,使滤波器在跟踪误差较小时收敛速度加快,滤
波器的滤波效果有一定提高. 但当跟踪误差较大

时,该滤波器的效果变差,且未考虑滤波器对虚拟控

制量一阶微分的估计误差. 虽然动态面技术已得到

广泛应用和发展,但少有学者提及动态面是通过滤

波器得到虚拟控制律一阶微分的估计值,从而避免

“计算膨胀冶 . 因此得到虚拟控制律一阶微分才是引

入滤波器的根本目的. 所以滤波器对输入信号一阶

微分的估计性能决定着动态面方法的性能.
笔者以一类具有外干扰和建模误差的 n 阶非线

性系统为对象,提出有限时间 Back鄄stepping 动态面

控制,以动态面为基础,参考快速终端滑模控制[15],
引入快速有限时间收敛的非线性滤波器,降低高阶

系统控制中的误差积累,改善了系统性能,并考虑了

包括跟踪误差、滤波器滤波误差和滤波器对虚拟控

制律一阶微分估计误差在内的各种误差,利用 Lya鄄
punov 方法严格证明了 n 阶系统闭环的稳定性,解
出稳态误差. 最后结合工程中阶数较高的飞行器位

置系统做控制对象进行了仿真验证. 本文方法是在

动态面基础上的改进,继承了动态面应用的广泛性,
适合于工程应用.

1摇 问题描述

考虑具有外干扰和建模误差的 n 阶非线性

系统:
x·1 = x2 + f1(x1) + d1(x1,t)

x·2 = x3 + f2(x1,x2) + d2(x1,x2,t)
左
x·i = xi + 1 + fi(x1,…,xi) + di(x1,…,xi,t)
左
x·n - 1 = xn + fn - 1(x1,…,xn - 1) + dn - 1(x1,…,xn - 1,t)

x·n = u.
y = x1

其中:fi(x1,…,xi)(1臆i臆n)为已知非线性项,且充

分光滑;di(x1,…,xi,t)(1臆i臆n)为外干扰及建模

误差之和,其值未知,但其受限于已知充分光滑非线

性函数 籽i ( x1,…,xi, t),满足 | di ( x1,…,xi, t) | 臆
| 籽i(x1,…,xi,t) | ;u 为系统控制,y 为系统输出.

控制目标为设计控制器 u,使系统输出 y,跟踪

给定参考轨迹 yr,且保证闭环所有信号一致,最终

有界.

1郾 1摇 常规动态面存在的问题

动态面[8] 中一阶线性滤波器对输入的信号跟

踪速度慢,导致动态过程中滤波误差大,在高阶系统

中造成误差积累. 针对上述问题,提出快速有限时

间收敛的滤波器,同时对 2 种滤波器进行分析.
为完成控制目标,做出以下假设.
假设 1摇 参考轨迹 xd 连续有界,且存在三阶有

界导数,即[ xd, x
·

d, x
··

d, x
··

d] T 沂赘d,其中,紧集 赘 =
{[xd,x

·
d,x

··
d, x···d]:x2

1d + x·2
1d + x··2

1d + x···2
1d臆B0},B0 为

已知正常数.
引理 1摇 杨不等式方程[8]为

a2 + b2

2着 + 着
2 逸ab (1)

其中:a、b 大于 0;着 为任意正实数,当且仅当 a = b
时等号成立.
1郾 2摇 一阶线性滤波器分析

对于动态面中的一阶线性滤波器:
x·d + 子(xd - xe) = 0
xd(0) = xe(0) (2)

其中:xd 为输出信号,xe 为输入信号,子 为正常数.
令滤波误差 e = xd - xe,其动力学方程为

e· = - 子e - x·e (3)
可得滤波误差的收敛速度为 | 子e + x·e | .

对式(2)等号两边求导得

e··= - 子 e· - x··e (4)
令 e· = 孜,则式(4)可以写为

孜
·
= - 子孜 - x··e (5)

由式(5)可知滤波器对期望值一阶微分估计误

差的收敛速度为 | 子孜 + x··e | .
1郾 3摇 新型滤波器分析

定理 1摇 对于滤波器

x·d + 琢(xd - xe) + 茁(xd - xe) q / p = 0
xd(0) = xe(0) (6)

其中:xd 为输出信号,xe 为输入信号. 若 琢、茁 均为正

常数,p、q 为正奇数,且满足 p > q,则对于任意的输

入信号 xe沂L[0,肄 ),滤波器的输出 xd 可以在有限

时间内跟踪上输入信号,即滤波误差可以在有限时

间内收敛.
证明

由假设 1 可知,输入信号 xe 为有界值,因此可

取其最大值 xe,max,求时间上限.
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式(6)可写为

d(xd - xe,max)
dt + 琢(xd - xe,max) + 茁(xd - xe,max) q / p = 0

(7)
由式(7)得

(xd - xe,max) - q / pd(xd - xe,max)
dt +

琢(xd - xe,max) 1 - q / p = - 茁 (8)
令 y = (xd - xe,max) 1 - q / p,则式(8)可以写为

dy
dt -

p - q
p 琢y = - p - q

p 茁 (9)

解式(9)得跟踪误差的收敛上界为

t = p
琢(p - q)ln

琢(xd(0) - xe,max) (p - q) / p + 茁
茁 (10)

由上式知跟踪误差可实现有限时间内收敛.
对于非线性滤波器,考虑其跟踪误差 e = xd -

xe,则动力学方程可以写为

e· = - 琢e - 茁eq / p - x·e (11)
由式(11)可知,非线性滤波器滤波误差的收敛

速度为 |琢e + 茁eq / p + x·e | .
对式(11)等号两边同时求导得

e··= - 琢 e· - 茁 q
p e

(q - p) / p e· - x··e (12)

令 e· = 孜,则式(12)可以改写为

孜
·
= - 琢孜 - 茁 q

p e
(q - p) / p孜 - x··e (13)

非线性滤波器对输入信号一阶微分估计产生的

估计误差收敛速度为 琢孜 + 茁 q
p 孜e

(q - p) / p + x··e .

定理 1 得证.

2摇 控制器设计

控制器设计步骤如下.
第 1 步摇 定义系统跟踪误差 z1 为

z1 = x1 - x1d (14)
对其求导得

z·1 = x·1 - x·1d =
x2 + f1(x1) + d1(x1,t) - x·1d (15)

设计虚拟控制律 x2e为

x2e = - K1 z1 - f1(x1) -
z1籽2

1

2着 + x·1d (16)

其中:K1 为正实数,着 为任意小正实数.
采用式(6)形式的非线性滤波器,则滤波器的

跟踪误差 e2 可以定义为

e2 = x2d - x2e (17)
第 2 步摇 定义第 2 阶子系统的跟踪误差 z2 为

z2 = x2 - x2d (18)
在式(17)、式(18)的基础上,结合了 1 级子系

统的虚拟控制律(式(16)),则式(15)可以表示为

z·1 = x2 - x2d + x2d - x2e + x2e + f1(x1) +
d1(x1,t) - x·1d =

z2 + e2 - K1 z1 + f1(x1) - f1(x1) +

d1(x1,t) -
z1籽2

1

2着 + x·1d - x·1d =

- K1 z1 + z2 + e2 + d1(x1,t) -
z1籽2

1

2着 (19)

滤波器对控制律一阶微分的估计误差 孜2 为

孜2 = x·2d - x·2e (20)
第 i 步摇 对于第 i(2臆i臆n - 1)阶则可以定义

zi = xi - xid (21)
对其求导可得

z·i = x·i - x·id =
xi + 1 + fi(x1,…,xi) + di(x1,…,xi,t) - x·id (22)

同时设虚拟控制量为

xi + 1,e = - K izi - fi(x1,…,xi) -
zi籽2

i

2着 + x·id (23)

让 xi + 1,e通过第 i 个滤波器,则式(22)可以改

写为

z·i = - K izi + zi + 1 + ei + 1 + di(x1,…,xi,t) -
zi籽2

i

2着
(24)

滤波器的跟踪误差 ei + 1为

ei + 1 = xi + 1,d - xi + 1,e (25)
滤波器对控制量一阶微分的估计误差 孜i + 1为

孜i + 1 = x·i + 1,d - x·i + 1,e (26)
第 n 步摇 对于第 n 阶定义误差量

zn = xn - xnd (27)
z·n = x·n - x·nd (28)

所以控制器 u 可以设计为

u = x·nd - Knzn (29)

3摇 稳定性分析

定理 2摇 针对以上 n 阶非线性系统可在由基于

快速有限时间收敛的非线性滤波器(见式(6))设计

的控制器(见式(29))作用下,系统输出 y 可以快速

27 北 京 邮 电 大 学 学 报摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 第 42 卷



准确地跟踪上系统期望信号 yr,且保证误差收敛到

任意小半径的闭球内.
证明

针对 z1 定义候选李雅普诺夫函数 Vz1

Vz1 = 1
2 z21 (30)

对其求导可得

V
·

z1 = z·1 z1 (31)
将式(19)代入式(31)可得

V
·

z1 = z (1 - K1 z1 + z2 + e2 + d1(x1,t) -
z1籽2

1

2 )着 =

- K1 z21 + z1 z2 + z1e2 + z1d1 -
z21籽2

1

2着 (32)

由引理 1 可得

z21籽2
1

2着 + 着
2 逸z1籽1(x1,t)逸z1d1(x1,t)

z21
2 +

z22
2 逸z1 z2

z21
2 +

e22
2 逸z1e2

因此式(32)可以写为

V
·

z1臆 - K1 z21 + z1 z2 + z1e2 + 着
2 臆

- K1 z21 +
2z21 + z22 + e22

2 + 着
2 (33)

对于第 1 阶子系统中使用的非线性滤波器跟踪

误差,可以构造候选李雅普诺夫函数 Ve1,有

Ve1 = 1
2 e22 (34)

根据第 1 阶子系统中滤波器对虚拟控制量一阶

微分的估计误差,可构造出候选李雅普诺夫函数

V孜1,

V孜1 = 1
2 孜2

2 (35)

对其分别求导可得

V
·

e1 = e2 e
·

2 (36)

V
·

孜1 = 孜2 孜
·

2 (37)
对滤波器的跟踪误差求导得

e·2 = x·2d - x·2e =

- 琢2(x2d - x2e) - 茁2(x2d - x2e) q / p - x·2e =

- 琢2e2 - 茁2eq / p2 + 浊2( z1,x1,x1d,x
·

1d,x
··

1d) (38)
其中

浊2( z1,x1,x1d,x
·

1d,x
··

1d) = - k1( x
·

1 - x·1d) -
df1
dx1

-

( x·1 - x·1d)籽2
1

2着 -
z1籽1

着
d籽1

dt + x··1d

d籽1

dt =
鄣籽1

鄣x1
x·1,

d籽1

dt 臆椎1( z1,x1,x1d,K1,琢1,x
·

1d)

因此由假设 1 可知,浊2 为连续有界函数.
对估计误差求导得

孜
·

2 = x··2d - x··2e =
d
dx( - 琢2(x2d - x2e) - 茁2(x2d - x2e) q / p) - x··2e =

d
dx( - 琢2e2 - 茁2eq / p2 ) - x··2e =

- 琢2孜2 - 茁2
q
p e

(q - p) / p
2 孜2 + 灼2 (39)

其中

灼2 = - k1( x
··

1 - x··1d) - f
··

1(x1) -
( x··1 - x··1d)籽2

1

2着 -

( x·1 - x·1d)
着 籽1

d籽1

dt -
2( x·1 - x·1d)籽1

着
d籽1

dt -

z1 [着
d籽1

d ]t
2
-
z1籽1

着 籽··1 + x···1d

同理,由假设1可知 灼2 也为连续有界函数.
因此将式(38)和式(39)分别代入式(36)和式

(37),有

V
·

e1 = - 琢2e22 - 茁2e(q + p) / p
2 + 浊2e2 (40)

V
·

孜1 = - 琢2孜2
2 - 茁2

q
p e

(q - p) / p
2 孜2

2 + 灼2孜2 (41)

同理对第 i 阶子系统均可以构造出候选李雅普

诺夫函数 Vei、V孜i、Vzi .

V
·

ei = - 琢i + 1e2i + 1 - 茁i + 1e(q + p) / p
i + 1 + 浊i + 1ei + 1 (42)

V
·

孜i = - 琢孜2
i + 1 - 茁 q

p e
(q - p) / p
i + 1 孜2

i + 1 + 灼i + 1孜i + 1 (43)

V
·

zi臆 - K iz2i +
2z2i + z2i + 1 + e2i + 1

2 + 着
2 (44)

Swaroop[7] 在稳定性分析时只考虑了系统的跟

踪误差和滤波器的滤波误差,因此只令 V = Vz1 + ,
…, + Vzn + Ve1 + ,…, + Ven - 1

,但将滤波器对输入信

号一阶微分的估计误差考虑进系统的稳定性中是十

分必要的,所以在考虑系统中存在的误差以后,令
V =Vz1 + ,…, + Vzn + Ve1 + ,…, + Ven -1

+ V孜1 + ,…, +
V孜n - 1

,则
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V
·
臆 - 移

n

i = 1
K iz2i - 移

n-1

i = 1
琢i + 1e2i + 1 - 移

n-1

i = 1
琢i + 1孜2

i + 1 -

移
n-1

i = 1
茁i + 1e(p + q) / p

i + 1 - 移
n-1

i = 1
茁i + 1

q
p e

(p - q) / p
i + 1 孜2

i + 1 +

移
n-1

i =
[

1

2z2i + z2i + 1 + e2i + 1

2 + 浊i + 1ei + 1 + 灼i + 1孜i ]+ 1 + n着
2
(45)

由上述可知,浊i + 1具有一个最大值 Mi + 1,灼i + 1具

有一个最大值 Ni + 1,同时结合引理 1,式(45)可改

写为

V
·
臆 - 移

n

i = 1
K iz2i - 移

n-1

i = 1
[琢i + 1e2i + 1 + 琢i + 1孜2

i + 1] -

移
n-1

i =
[

1
茁i + 1e(p + q) / p

i + 1 + 茁i + 1
q
p e

(p - q) / p
i + 1 孜2

i ]+ 1 +

移
n-1

i =
[

1

2z2i + z2i + 1 + e2i + 1

2 +
M2

i + 1e2i + 1

2着
浊2

i + 1

M2
i

]
+ 1

+

移
n-1

i =
[

1

N2
i + 1孜2

i + 1

2着
灼2
i + 1

N2
i + 1

+ ]着 + n着
2 (46)

取 K i = (2 + a),琢i + 1 = 1 +
M2

i + 1

2着 +
N2

i + 1

2着 + a,则式

(46)可以写为

V
·
臆 - 移

n

i = 1
az2i - 移

n-1

i =
[

1
a(e2i + 1 + 孜2

i + 1)

(

-

1 -
浊2

i + 1

M2
i

)
+ 1

M2
i + 1e2i + 1

2 ]着 -

移
n-1

i =
[ (

1
1 -

灼2
i + 1

N2
i

)
+ 1

N2
i + 1孜2

i + 1

2 ]着 + (3n - 1)着
2 臆

- 移
n

i = 1
az2i - 移

n-1

i = 1
a(e2i + 1 + 孜2

i + 1) + (3n - 1)着
2 臆

-2aV + (3n - 1)着
2 (47)

由式(47)可知,只要保证 - 2aV + (3n - 着) / 2 <
0,即李氏函数的导数负定,因此满足李雅普诺夫意

义下的稳定,定理 2 得证.

当 V
·

= 0 时,则李氏函数 V 将收敛到半径为

(3n - 1)着 / 4a 的领域内,因此当 a垌(3n - 1)着 / 4,则
表明系统稳定后,系统的稳态误差可以收敛到足

够小.

4摇 仿真

为验证本方法的可行性和优越性,同时考虑工

程应用,采用工程中系统阶次较高的 4 阶飞行器位

置系统[16] 作被控对象,设计控制器并进行验证

仿真.

孜
·
= 淄

m淄· = TfREz
-mgEz + d1

浊· =W(浊)w
Jw· = - w 伊 Jw + 子f + d

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

2

其中:孜 = [x y z] T 表示四旋翼飞行器在惯性系

下的位置;淄 = [淄x 淄y 淄z] T 表示四旋翼飞行器在

惯性系下的线速度;浊 = [准 兹 鬃] T 表示四旋翼飞

行器姿态的欧拉角;w = [p q r] T 表示四旋翼飞

行器在机体坐标系下的角速度.
设定期望位置为[3 3 2] T,并设定偏航角期

望为 0,定义如下轨迹误差:
寛孜 = 孜 - 孜c

寛淄 = 淄 - 淄c

寛浊 = 浊 - 浊c

寛w = w - wc

其中:孜c 为期望位置;淄c 为期望线速度;浊c 为期望欧

拉角;wc 为期望机体角速度.
飞行器的初始位置和初始姿态设定为

孜(0) = [0 0 0] T

浊(0) = [0 0 5] T

四旋翼飞行器的期望位置和期望偏航角设定为

孜c( t) = [3 3 2] T

鬃c( t) = 0
基于期望和条件,获得的仿真结果如图 1 ~图 3

所示. 图 1 为飞行器 x、y、z 3 个方向的位置响应曲

线. 图 2 为横滚角、俯仰角、偏航角的姿态响应曲

线. 图 3 所示为一阶低通滤波器和有限时间滤波器

在位置跟踪中的滤波误差收敛对比. 由图 1、图 2 可

知,笔者设计的控制器与用动态面方法设计的控制

器相比具有收敛速度快、稳态误差小的优点. 由图 3
可以看出,笔者设计的有限时间滤波器与传统一阶

低通滤波器相比较具有跟踪输入速度快、且稳定跟

踪后,跟踪误差小的优点.

5摇 结束语

结合快速终端滑模控制中的滑模面函数和动态

面控制技术,研究了高阶非线性系统的镇定和跟踪
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图 1摇 位置响应曲线
摇

图 2摇 姿态角响应曲线
摇

问题. 通过使用在全域内均具有快速有限时间收敛

能力的新型滤波器代替动态面技术中的一阶低通滤

波器,降低了滤波误差, 从而有效降低了高阶非线

性系统控制中的误差积累,提高了系统的跟踪性能.
利用 Lyapunov 方法证明了系统闭环的稳定性, 解出

了系统的稳态误差. 仿真结果表明,笔者提出的新

型滤波器的性能与传统一阶线性低通滤波器相比有

了大幅度改善, 用新方法设计控制器,其跟踪性能

比使用动态面方法更优.

图 3摇 滤波器跟踪曲线
摇
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