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三分支机器人最小范数逆解算法

洪摇 磊1,摇 王保升2,摇 陈摇 钢3

(1. 南京工程学院 汽车与轨道交通学院, 南京 211167; 2. 南京工程学院 智能装备产业技术研究院, 南京 211167;
3. 北京邮电大学 自动化学院, 北京 100876)

摘要: 基于线性方程组及条件极值理论,针对三分支机器人逆运动学问题,提出了一种改进的最小范数逆解算法,
避免了传统最小范数逆解中雅可比矩阵广义逆的复杂计算. 针对操作分支关节数不小于任务空间维数的情况,进
一步利用施密特正交化过程进行简化,提高了运算的实时性. 搬运物体的仿真实例结果验证了所提算法的有效性.
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Abstract: The inverse kinematics for trinal鄄branch robotic manipulator is researched based on the theory
of linear equations set and conditional extremum, and an improved algorithm for least鄄norm inverse kine鄄
matics solution is proposed. The complicated calculation in conventional algorithm for the generalized in鄄
verse of Jacobian is avoided in this algorithm, especially, if the joint degree of each handling branch is
equal to or more than the dimension of task space, a further simplified calculation can be obtained with
the introduction of the Schimidt orthogonalization procedure. The proposed algorithm is of the higher real鄄
time computation capacity than the common method, through the simulation of carrying a single object,
the validity of the proposed algorithm is certificated.
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摇 摇 为了增加机器人的工作空间和灵活性,空间机

器人已向着多臂、多分支的方向发展. 其中,三分支

机器人由于其结构紧凑、操控灵活且具备协调操作

能力,因此成为多分支机器人研究的热点[1] . 逆运

动学求解是三分支机器人协调操作研究的基础. 近

年来,学者们在三分支机器人建模、逆运动学分析、
步态规划等方面做了相关研究[2 - 5] . 可以发现,由

于三分支机器人任务空间维数和关节数目的增加,
造成其雅可比矩阵广义逆运算量的极大增加和算法

实时性的下降.
笔者在前人研究基础上,提出了一种三分支机

器人最小范数逆解算法. 该算法运用线性方程组理

论,构造了特解加齐次解形式的逆解结构和统一解

算模型,且无需直接求解雅可比矩阵广义逆,从而有



效地提高了三分支机器人逆解的实时性. 结合搬运

物体操作的仿真实例,验证了算法的有效性.

1摇 最小范数逆解的结构

三分支机器人的最小范数逆解是由单臂冗余度

机器人推广而来,这里首先以 n 自由度单臂冗余度

机器人说明最小范数逆解的结构. 设任务空间维数

为 m(m臆6),满足 m < n,可得机器人关节速度为

q· = J + x·e + (I - J + J)准
·

(1)
其中:x·e沂Rm 为机器人在笛卡儿空间的末端速度,
包括移动速度和转动速度;q·沂Rn 为关节速度;J沂
Rm 伊 n为机器人的雅可比矩阵;J + 沂Rn 伊 m为 J 的广义

逆;I沂Rn 伊 n为单位矩阵;( I - J + J)沂Rn 伊 n为零空间

N(J)投影矩阵;准
·
沂Rn 为任意矢量. 式(1)等号右

边的第 1 项 J + x·e 即为最小范数解,第 2 项( I -

J + J)准
·
是正交于 J + x·e 的齐次解,齐次解不影响末

端运动,故本文算法不做讨论,重点研究第一项的求

解问题.
下面利用雅可比矩阵的性质构造最小范数解的

结构形式. 当 J 满秩且非奇异时,可从 J 中提取 m
个线性无关的列向量构成 m 伊 m 阶矩阵 J1,剩余的

r( r = n -m)个列向量构成 m 伊 r 阶矩阵 J0,则有

J = [Jm 伊 r
0 Jm 伊 m

1 ] (2)

q· 可以表示为特解加齐次解之和的形式,即
q· = q·p + q·h (3)

其中 q·p沂Rn 和 q·h沂Rn 分别为特解和齐次解. q·h 可

表示为 r( r = n -m)个线性无关的基础解向量( q·h1,
q·h2,…,q·hr)的组合,q·h 表示为如下矩阵形式:

q·h = [ q·h1 q·h2 … q·hr]资r 伊 1 (4)

其中:资沂Rr 伊 1为由任意实数组成的系数矢量,即
资 = (资1 资2 … 资r) T (5)

特解 q·p 和齐次解 q·h 可由式(6)构造,即

q·p =
0 r 伊 1

(Jm 伊 m
1 ) - 1x·m 伊 1
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,q·h =
Ir 伊 r

- (Jm 伊 m
1 ) - 1Jm 伊 r
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资r 伊 1

(6)
将式(6)的结果代入式(3)得

q· =
资

J - 1
1 (x·e - J0资

é
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ù

û
ú
ú)

(7)

式(7)为利用雅可比矩阵性质构造的逆解 q· 的

一般通解形式. 由式(3) ~式(5),逆解 q· 可表示为

q· = q·p + 资1 q
·

h1 + 资2 q
·

h2 +… + 资r q
·

hr (8)
则根据式(8)可得 q· 的 2鄄范数平方如下:

椰q·椰2 = q·p + 移
r

i = 1
资i q

·
hi

2

(

=

q·p + 移
r

i = 1
资i q

· )hi (
T

q·p + 移
r

i = 1
资i q

· )hi (9)

要得到最小范数逆解 q·min,可通过式(9)对每个

资i( i = 1 ~ r)求偏导,并令偏导数等于 0 得

鄣椰q·椰2

鄣资i
(= 2 q·p + 移

r

j = 1
资 j q

· )hj

T
q·hi = 0 (10)

式(10)关于 资i ( i = 1 ~ r)的 r 伊 r 阶线性方程

组,资i( i = 1 ~ r)可由式(10)求出,将结果代入式(7)
即可求得最小范数逆解.

2摇 三分支机器人最小范数逆解

2郾 1摇 三分支机器人模型

一般性三分支机器人模型如图 1 所示.

图 1摇 三分支机器人模型
摇

设机器人的三分支分别是分支 1、分支 2 和分

支 3,坐标系 S 为基坐标系,坐标系 T2 和 T3 分别为

与机器人分支 2 和 3 末端固连的工具坐标系. 支上

的关节数目分别为 n1、n2 和 n3,总关节数目为n =
n1 + n2 + n3 . 作业时,为满足灵活性要求,在设计上

一般具有冗余关节,要求自由度数 n 大于任务空间

的最大维数 12,即总关节数目满足 n > 12.
2郾 2摇 三分支机器人最小范数逆解模型

采用如图 1 所示的三分支机器人模型,分支 1
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和 2、3 分别组成两个单链的串联机械臂,记为 M2

与 M3 . 为简化分析过程,做以下符合实际情况的假

设. 设分支 2 和 3 关节数目相同,即 n2 = n3,则 M2

与 M3 两个单链臂的自由度数相同,记为 n忆 = n1 +
n2,设各自的末端任务空间维数都为 m,且分别对应

的雅可比矩阵 JM2和 JM3为满秩非奇异矩阵,即满足

Rank(JM2) = Rank(JM3) =m.
在以上条件假设下,单链臂 M2 和 M3 各自对应

的逆解 q·M2和 q·M3可分别表示为

q·M2 = [资2 浊2] T,q·M3 = [资3 浊3] T (11)
其中:q·M2,q

·
M3沂Rn忆;浊2 = J - 1

M2,1( x
·

2,e - JM2,0资2),浊3 =
J - 1
M3,1(x

·
3,e - JM3,0资3),x

·
2,e和 x·3,e分别为分支 2 和 3 末

端速度,JM2,0和 JM2,1为由 JM2根据式(2)构造的 2 个

矩阵, 同理 JM3,0和 JM3,1可以通过 JM3构造而来,资2 =
(资2,1 摇 资2,2 摇 …摇 资2,r)T 和 资3 = (资3,1 摇 资3,2 摇 …摇 资3,r)T

分别为 q·M2和 q·M3齐次解的系数矢量,且维数相同,
其中维数 r = n忆 -m,同时,浊2 = (浊2,1,浊2,2,…,浊2,m)T沂
Rm,浊3 = (浊3,1,浊3,2,…,浊3,m) T沂Rm,其每个元素分

别各自是 资2 和 资3 的线性组合.
由于三分支机器人存在耦合分支(分支 1),故

需满足 q·M2和 q·M3中前 n1 个元素相等的约束条件.
根据分支 1 关节数 n1 与基础解系数矢量维数 r 之
间的大小关系,逆解问题可分为下列 3 种情况

求解.
1) 当 n1 < r 的情况

可令 资2 和 资3 的前 n1 个元素对应相等,则有

q· = [资2 浊2 浊忆3] T (12)
其中:浊忆3 = (资3,n1 + 1,…,资3,r,浊3,1,…,浊3,m) T沂Rn忆 - n1 .
显然组合后的基础解系数矢量 资忆为

资忆 = (资2,1,…,资2,r,资3,n1 + 1,…,资3,r) T (13)
此时 q· 是 资忆的函数,对 q· 取 2鄄范数并对 资忆的每

个元素 资忆i ( i = 1 ~ 2r - n1 )求偏导,令偏导数等于

0 得摇 摇

鄣椰q·椰2

鄣资忆i
=
鄣([资2 浊2 浊忆3] T[资2 浊2 浊忆3])

鄣资忆i
= 0

(14)
显然由式(14)可以得到关于 资忆i 的 2r - n1 个线

性方程构成的方程组,可表示为如下矩阵形式:
Jk资忆 = 子 (15)

其中:Jk沂R(2r - n1) 伊 (2r - n1),子沂R(2r - n1) 为 资忆的方程组

系数矩阵和常数向量. 因 Jk 为方阵,在非奇异情况

下得

资忆 = J - 1
k 子 (16)

将 资忆的结果代入式(12)可得到最小范数逆解.
2) 当 n1 = r 的情况

可令 资2 和 资3 的全部元素对应相等,则有

q· = [资2 浊2 浊3] T (17)
显然此时组合后的基础解系数矢量 资忆为

资忆 = 资2 = (资2,1,…,资2,r) T (18)
以下解算过程同情况(1),不再赘述. 情况(2)

可认为是情况(1)在 浊忆3 = 浊3 时的特例.
3) 当 n1 > r 的情况

令 资2 和 资3 的全部元素对应相等,同时令 浊2 和

浊3 的前 n1 - r 项元素对应相等,则有

q· = [资2 浊2 浊义3] T (19)
其中:浊义3 = (浊3,n1 - r + 1,…,浊3,m) T沂Rn忆 - n1,由于 资2 =
资3,而 浊2 和 浊3 的元素分别是 资2 和 资3 的线性组合,
故组合后的基础解系数矢量 资忆仍可表示为式(18)
的形式.

对 q· 取 2鄄范数并对 资忆的每个元素 资忆i( i = 1 ~ r)
求偏导,令偏导数等于 0,可得关于 资忆i 的 r 个线性方

程构成的方程组. 由于缺少了耦合分支中后 n1 - r
个元素相等的约束条件,所以必须进行调节补充,综
合后,等价于下列条件极值问题:

min 椰q·(资忆)椰2,摇 资忆 = (资2,1,…,资2,r) T

s. t 浊2,i(资忆) = 浊3,i(资忆),摇 i = 1 ~ n1 - }r
(20)

利用拉格朗日乘子法求解,引入 n1 - r 个常数

姿 i,记 姿 = (姿1,姿1,…,姿n1 - r) T,则式(20)等价于无条

件极值问题:min 椰q·(资忆)椰2 + 移
n1-r

i = 1
姿 i (浊2,i (资忆) -

浊3,i(资忆)) . 令函数

f(资忆,姿) =椰q·(资忆)椰2 + 移
n1-r

i = 1
姿 i(浊2,i(资忆) -

浊3,i(资忆)) (21)
f(资忆,姿)对 资忆和 姿 中每个元素求偏导并等于

0 得摇 摇
鄣f(资忆,姿)

鄣资忆i
= 0,摇 i = 1 ~ r

鄣f(资忆,姿)
鄣姿 j

= 0,摇 j = 1 ~ n1 -

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ïr

(22)

由式(22)可求出 资忆i ( i = 1 ~ r),再代入式(19)
得出 q· 为最小范数逆解,至此得出了三分支机器

人最小范数逆解算法的求解模型. 分析可知,情况

1)需求解 2r - n1 阶方阵的逆,情况 2)和情况 3)都
需求解 n1 阶方阵的逆,运算量都明显小于雅可比
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矩阵 2m 伊 ( n1 + 2n2)阶广义逆求解,故实时性得

到提高.
2郾 3摇 简化的最小范数逆解算法

在 2郾 2 节所述的 3 种情况中,前两种情况下由

于 r = n1 + n2 - m(或 r = n1 + n3 - m),故 n2逸m 且

n3逸m(仍假设 n2 = n3),即两个操作分支的关节数

不小于任务空间维数,在这种条件下,计算模型可做

进一步简化,得到更简洁的形式.
根据式(11)、式(16)和式(22),可以构造三分

支机器人整体的特解 q·p 和齐次解 q·h 的形式如下.
1) 当 n1 < r 时

q·p = [0r 伊1 (JM2,1) -1x·2,e 0(n3 - r) 伊1 (JM3,1) -1x·3,e]T

q·h =
[Ir 伊 r - (JM2,1) -1JM2,0 I(n3 - r) 伊 (n3 - r) 摇 (JM3,1) -1JM3,0]T资忆

(23)
2) 当 n1 = r 时

q·p = [0 r 伊 1 (JM2,1) - 1x·2,e (JM3,1) - 1x·3,e] T

q·h = [Ir 伊 r - (JM2,1) - 1JM2,0 (JM3,1) - 1JM3,0] T资忆

(24)
式(23)和式(24)中,资忆可统一记为

资忆 = (资忆1 资忆2 … 资忆琢) T (25)
则逆解 q· 可表示为

q· = q·p + 资忆1 q
·

h1 + 资忆1 q
·

h2 +… + 资忆琢 q
·

h琢 (26)
其中:( q·h1,q

·
h2,…,q·h琢)为由式(23)或式(24)确定

的齐次解基础解系,可以通过施密特正交化过程化

为与其等价的规范正交基,从而简化求解过程.
设( q·h1,q

·
h2,…,q·h琢)经过施密特正交化后,得到

其规范正交基( q·忆h1,q
·忆h2,…,q·忆h琢),则式(26)等价于

q· = q·p + 资义1 q
·忆h1 + 资义2 q

·忆h2 +… + 资义琢 q
·忆h琢 (27)

其中:资义 = (资义1 资义2 … 资义琢) T 为正交化后新的系

数向量. 对每个 资义i ( i = 1 ~ 琢)求偏导并令其等于

0 得

鄣椰q·椰2

鄣资义i
(= 2 q·p + 移

琢

j = 1
资义jq

·忆 )hj

T
q·忆hi = 0 (28)

则通过式(28)可求出 资义i,得

资义i = -
q·T

p q
·忆hi

q·忆hi Tq
·忆hi

(29)

将式(29)代入式(26)得

q·min = q·p - 移
琢

i =
(

1

q·p
Tq·忆hi

q·忆hi Tq
·忆 )

hi

q·忆hi (30)

式(30)即为简化的最小范数逆解形式.

3摇 算例仿真与分析

以如图 2( a)所示的三分支机器人为例,对本

文提出的最小范数逆解算法进行搬物体操作的实

例仿真. 其中,分支 1 为支撑分支,具有 3 个旋转

关节,其基部有一个移动导轨. 2 个操作分支 2 和

3 各有 5 个旋转关节. 整个机器人系统共有 14 个

自由度.
采用旋量法进行建模,以如图 2(a)所示位形为

参考位形建立如图 2(b)所示的旋量坐标系.
在参考位形下,各关节旋量坐标 (单位:m)为
孜1 = {1,0,0,0,0,0}摇 孜2 = {0,0,0,0,0,1}

孜3 = {0, - 0郾 33,0, - 1,0,0}
孜4 = {0,0郾 41,0,0,0,1}

孜5 = {1,0,0郾 17,0, - 1,0}
孜6 = { - 1郾 29,0, - 0郾 17,0,1,0}

孜7 = {0,0郾 17,0,0,0,1}
孜8 = {0,1郾 75,0,1,0,0}
孜9 = {0,0郾 17,0,0,0,1}

孜10 = {1,0,0郾 65,0, - 1,0}
孜11 = { - 1郾 29,0, - 0郾 65,0,1,0}

孜12 = {0,0郾 65,0,0,0,1}
孜13 = {0,1郾 75,0,1,0,0}
孜14 = {0,0郾 65,0,0,0,1}

设 M2 和 M3 末端刚性夹持物体,三分支机器人

的初始关节值为 q0 = (0,0,0,0, - 60, - 90,90,
- 60,0,60,90,90,60,0),其中移动关节单位为

m,转动关节单位为度. 根据以上设置,三分支机

器人的初始位形如图 3(a)所示. 下文中涉及物体

位置坐标及位置误差的单位均为 m. 物体中心位

于 M2 和 M3 末端的连线中点处,其初始位置坐标

为( - 0郾 41,0,1郾 543 4),物体姿态搬运物体时不

变,设为与 M2 末端相同. 物体中心移动到( - 0郾 3,
- 0郾 7,1郾 1),则 M2 和 M3 的终点期望位置坐标分

别为

gd
st,2 = ( - 0郾 238 9, - 0郾 7,1郾 1)

gd
st,3 = ( - 0郾 361 1, - 0郾 7,1郾 1)

采用带抛物线过渡域的线性插值法规划物体的

运动. 设过渡域加速度 acc = 0郾 04 m / s2,运动时间

T = 10 s,设单位插补时间 t0 = 0郾 05 s,插补次数 k =
200. 分别采用广义逆算法和本文算法进行求解,可
得终点处的逆解结果如表 1 所示.
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图 2摇 三分支机器人参考位形及旋量法建模
摇

表 1摇 广义逆算法和本文算法计算结果比较 (毅)

算法 兹1 兹2 兹3 兹4 兹5 兹6 兹7

广义逆算法 0郾 071 1 2郾 933 7 - 41郾 437 - 2郾 206 4 - 92郾 255 - 127郾 49 89郾 999

本文算法 0郾 071 1 2郾 927 0 - 41郾 441 - 2郾 199 8 - 92郾 292 - 127郾 53 89郾 999

算法 兹8 兹9 兹10 兹11 兹12 兹13 兹14

广义逆算法 - 56郾 703 41郾 401 94郾 775 131郾 050 89郾 999 51郾 793 - 41郾 401

本文算法 - 56郾 696 41郾 405 94郾 806 131郾 083 89郾 999 51郾 792 - 41郾 405

摇 摇 在上述实例基础上进行实时性比较. 算法运行

环境为 mathematica5郾 2,分别测试运动仿真时间 T
取 5、10、15、20 和 25 s,即插补次数 k 分别为 100、
200、300、400 和 500 的结果,如表 2 所示.

表 2摇 广义逆算法和本文算法计算实时性比较

插值次数 k 广义逆算法耗时 / s 本文算法耗时 / s

100 2郾 859 2郾 047

200 5郾 813 4郾 110

300 8郾 391 6郾 234

400 11郾 378 8郾 328

500 14郾 141 10郾 563

摇 摇 由表 1 可见,2 种最小范数逆解结果只有微小

误差,这验证了 2郾 2 节最小范数逆解算法的正确性,
同时由表 2 可见后者的算法平均耗时只有前者的

0郾 73 左右,可见后者提高了算法实时性.
计算得 M2 和 M3 的终点实际位置坐标为

gc
st,2 = ( - 0郾 239 2, - 0郾 698 6,1郾 098 5)

gc
st,3 = ( - 0郾 360 7, - 0郾 698 6,1郾 098 5)

实际和期望位置误差仅为( -0郾 000 3, -0郾 001 4,
- 0郾 001 5)和(0郾 000 4, - 0郾 001 4, - 0郾 001 5),结
果验证了本文算法的正确性,机器人终点位形如图

3(b)所示.
将终点关节值代入正解可计算出物体实际终点
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图 3摇 搬运物体协调操作
摇

位置为( - 0郾 300 1, - 0郾 699 6,1郾 099 5),计算精度

达到了 1 伊 10 - 3,满足试验精度的要求.
为进一步验证算法的有效性,在 Adams / View

中创建机器人模型并进行运动仿真,仿真数据导入

Matlab 后得到在搬物体过程中的关节变化曲线和目

标物体运动位移变化曲线分别如图 4 和图 5 所示.
由图 4 可见,三分支机器人关节在搬物体运动过

程中轨迹平滑,没有超出关节极限或出现奇异现象. 由

图 5 可见,目标物体中心运动位移结果亦符合仿真测

试实例的运动要求,证明了本文算法的有效性.

图 4摇 关节运动变化曲线
摇

图 5摇 目标物体中心运动位移曲线
摇

4摇 结束语

运用线性方程组和条件极值理论,提出了一

种具有较高实时性的最小范数逆解算法,并建立

了统一的逆运动学求解模型. 当操作分支关节数

不小于任务空间维数时,可进一步得出更简化的

算法形式. 通过搬物体协调操作仿真实例,验证了

算法的有效性,该算法对速度级控制法的最小范

数逆解解算做了有效改进,可应用于三分支机器

人的实际操作.
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