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基于 Bootstrap鄄SVR鄄SOC 的小子样结构机构
可靠性分析方法

马宇鹏,摇 张建国,摇 邱继伟
(北京航空航天大学 可靠性与系统工程学院, 北京 100191)

摘要: 针对实际工程中小子样结构机构可靠性分析的问题,提出了 Bootstrap—支持向量回归(SVR)—二阶累计量

(SOC)方法框架和多阶矩虚拟样本容量扩充方法,增强了扩充后样本的客观性;将 Bootstrap 与 SVR 方法结合,构建

出结构机构可靠性极限状态函数,并利用 SOC 方法计算可靠度指标. 最后,应用摆动导杆机构的仿真算例验证了

新方法的有效性.
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Reliability Analyzing Method of Small Sample Structures
and Mechanisms Based on Bootstrap鄄SVR鄄SOC
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Abstract: In order to solve the small sample reliability problems for structures and mechanisms in real
applications,an analyzing framework named Bootstrap鄄support vector regression鄄second order cumulant
(Bootstrap鄄SVR鄄SOC) method together with a sample size extension method combining multi鄄order mo鄄
ments that could make the extended samples more objective were proposed. Bootstrap was combined with
support vector regression method in order to build the limit state function for reliability analysis based on
the second order cumulant approach. Finally, numerical case of a crank shaper mechanism was analyzed
to demonstrate the effectiveness of the proposed framework.
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摇 摇 近年来,结构机构可靠性问题日益突出[1],并
逐渐成为可靠性研究领域内的热点. 一些针对结构

机构可靠性分析的理论方法相继被提出[2鄄4] . 通常

情况下,结构机构可靠性分析会涉及复杂、隐式的极

限状态方程,对此,各类行之有效的响应面方法[5]

也被相继提出. 然而,在航空、航天、型号工程等领

域,由于试验条件及试验成本的限制,结构机构的某

些基本设计变量通常仅能够获得少量或极少量样

本,致使其可靠性研究成为小子样或极小子样问题.
上述各类分析方法均以已知基本变量的完备统计信

息为前提,无法直接解决广泛存在的小子样或极小

子样结构机构可靠性分析问题. 笔者提出了适用于

含小子样、极小子样基本变量结构机构可靠性分析

的方法框架. 在充分利用相似产品的方差、偏度、峰



度以及中位数—均值比等多种统计信息的基础上,
提出多阶矩样本容量扩展方法(以下简称“扩容冶),
并利用二阶累积量(SOC, second order cumulant)方
法计算得出相应的可靠度系数,避免了迭代求解.
最后,借助摆动导杆机构算例对该方法的有效性进

行了验证.

1摇 多阶矩虚拟样本容量扩展方法

1郾 1摇 虚拟样本增广方法

令 n 为结构机构基本变量的试验样本量,S 代

表试验样本均值(当 n = 1 时,近似取 S = S0,S0 为一

次试验样本值),根据相似经验得知设计变量(以下

简称“经验变量冶)近似服从正态分布,黄玮等[6] 建

议按式(1)的形式进行设计变量的样本增广:
S = S 依 (琢 ( i - 1) 茁 + 孜)滓, i = 1,2,…,k / 2 (1)

其中:S 为增广后的设计变量样本,S 和经验变量的

样本标准差 滓 为已知参数;琢 和 茁 为控制参数,由人

为主观确定;孜 为待定系数;k 为设计变量增广后的

样本容量. 待定系数 孜 依据如下原则进行计算:增
广后的设计变量样本均值等于试验样本均值,增广

后的设计变量样本方差等于经验变量方差. 由上述

原则,有如下方程组:
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将样本 S1 ~ S12代入式(2),求得待定系数 孜.
1郾 2摇 多阶矩虚拟样本容量扩展方法

由式(1)(2)可以看出,黄玮等[6]所采用的虚拟

增广样本方法对于经验变量近似服从正态分布的情

况具有较好的适用性,由于该方法采用对称形式进

行样本扩容,所以对于经验变量服从偏态分布的情

况,实施效果并不理想. 此外,式(1)中扩容控制参

数 琢、茁 需要人为主观确定,也在很大程度上限制了

该方法的合理性和实用性,关键步骤如下:
1) 借鉴式(1),采用非对称样本扩容控制方

程,使得所提出的方法不仅适用于经验变量服从正

态分布的情况,对于偏态分布也具有较好的适用性;
2) 引入经验变量的偏度、峰度以及中位数等统

计量,确定扩容控制方程中的未知参数.
结合 Bootstrap 方法,建议将设计变量样本量增

至 13 个以上[6],假设试验样本量为 n0 = 1,增容后

的样本量为 k = 15,采用式(3)(4)进行样本扩容.
S玉 - i = S + (琢玉( i - 1) 茁玉 + 孜)滓, i = 1,2,…,k / 2

(3)
S域 - j = S - (琢域( j - 1) 茁域 + 孜)滓, j = 1,2,…,k / 2

(4)
其中:S玉、S域为扩容后设计变量样本,试验样本均值

S 以及经验变量样本标准差 滓 为已知参数,琢玉、琢域

以及 茁玉、茁域为扩容控制参数,孜 是待定系数.
依据式(3) (4),可知扩容后的样本为 S玉 -1 =

S + 孜滓,S玉 -2 = S + (琢玉 + 孜)滓,S玉 -3 = S + (琢玉2茁玉 +
孜)滓,S玉-4 = S + (琢玉3茁玉 + 孜)滓,S玉-5 = S + (琢玉4茁玉 + 孜)滓,
S玉 -6 = S + ( 琢玉 5茁玉 + 孜) 滓, S玉 -7 = S + ( 琢玉 6茁玉 +
孜)滓;S域 -1 = S - 孜滓,S域 -2 = S - (琢域 + 孜)滓,S域 -3 =
S - (琢域2茁域 + 孜)滓,S域-4 = S - (琢域3茁域 + 孜)滓,S域-5 = S -
(琢域4茁域 + 孜) 滓,S域 -6 = S - (琢域5茁域 + 孜) 滓,S域 -7 =
S - (琢域6茁域 + 孜)滓;S0 = S.

假设经验变量服从某一偏态分布(正态分布的

偏度为 0,峰度为 3),依据如下原则确定式(3) (4)
中的未知参数:

1) 扩容后的样本均值等于设计变量试验均值;
2) 扩容后的样本方差等于经验变量方差;
3) 扩容后的样本偏度等于经验变量偏度;
4) 扩容后的样本峰度等于经验变量峰度;
5) 扩容后的样本中位数与均值之比等于经验

变量中位数与均值之比.
由上述原则,可列出式(5) .
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(5)
其中:Kt 为经验变量的峰度,Sk 为经验变量的偏度,

(S k + 1 )2
表示增容样本的中位数与均值之比,m 表示
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经验变量的中位数与均值之比.
采用数值方法求解式(5),即可得出式(3) (4)

中的未知参数. 应注意到,式(5)可能存在多组可行

解,建议依据下述原则选择适合的实数解:
所获得的实数解使得所生成的样本 S玉 -1 ~

S玉 -7以及 S域 -1 ~ S域 -7较为平均地分布在均值 S 的

两侧.

2 摇 小子样结构机构可靠性分析的
BoSS 方法框架

摇 摇 适用于小子样、极小子样结构机构可靠性分析

的 BoSS 方法框架步骤如下:
1) 结合经验变量的统计信息,利用第 2 节所提

出的多阶矩样本容量扩展方法增广结构机构中小子

样或极小子样设计变量的样本容量. 令各小子样设

计变量为 Xi( i = 1,2,…,M),进行样本扩容后,各设

计变量的经验分布为 F*
i (兹i)(i =1,2,…,M),其中 兹i

(i =1,2,…,M)为各经验分布中的未知参数向量.
2) 利用扩充样本,采用 Bootstrap 方法“提携冶

样本容量,并对 兹i 进行参数估计,用含有 Bootstrap
统计量的经验分布 F*

i ( 兹̂*
i )( i = 1,2,…,M)作为各

设计变量的总体分布,其中 兹̂*
i 为 兹i 的 Bootstrap 估

计量.
3) 基于各设计变量的分布,采用拉丁超立方抽

样方法对结构机构各个设计变量进行抽样,进而结合

有限元法、机构动力学等理论方法,将结构机构物理

属性加以充分考虑,利用设计变量的抽样值计算对应

的结构机构响应. 最后将结构机构的各个设计变量

和计算得到的响应进行当量正态化及标准正态化.
4) 在标准正态空间中,选取步骤 3)中得出的

部分样本及其响应,利用非线性支持向量回归

(SVR,support vector regression)方法拟合得出结构

机构响应与各设计变量间的函数关系,即
G = G(X) (6)

其中 X = [X1,X2,…,XM] T 为设计变量向量.
为保证结构机构处于可靠工作状态,系统响应

必须限制在一定范围内,即
|G(X) | < 姿 (7)

其中 姿 > 0 是系统响应安全阈值.
若结构机构能完成规定的功能,则系统一定处

于安全工作状态. 因此可以表示出结构机构相应的

可靠性极限状态函数为

g(X) = 姿 - |G(X) | (8)

5) 利用 SOC 方法[7]计算可靠度指标.
若各设计变量服从正态分布,则结构机构系统

响应的前二阶矩可表示为
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滋 |G(X) | ,1

滓 |G(X)
)

|
+
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滓 |G(X)
) )

|
(9)

滋 |G(X) | ,2 = 滋2
|G(X) | ,1 + 滓2

|G(X) | (10)
则系统极限状态函数前二阶累积量为

资g,1 = 资姿,1 - 资 |G(X) | ,1 (11)
资g,2 = 资姿,2 - 资 |G(X) | ,2 (12)

由可靠度指标的定义可知

茁 =
滋g

滓g
= E[g(X)]

Var[g(X)]
=
资g,1

资g,2
(13)

SOC 方法避免了可靠度指标的迭代求解,提高

了可靠性分析的效率.
6) 将其余样本分组,重复步骤(4)(5),对可靠

度指标进行迭代更新,直到达到规定的收敛精度 啄.

3摇 仿真算例

3郾 1摇 算例概述

以某型号机床的主传动机构运动精度可靠性分

析为例,对笔者所提出的 Bootstrap鄄SVR鄄SOC 框架有

图 1摇 传动机构简图

效性进行验证,机构简图如图 1 所示. 其中:曲柄

AB 的设计长度为 75 mm,摇杆 CD 的设计长度为

480 mm,滑块 B 在摇杆 CD 上滑动,连杆 DE 公称长

度为 150 mm,FG 在机架上做平动,S = 255 mm,曲柄

AB 的转速为 5 r / min,摇杆 CD 的摆角 渍 = 180毅 伊
(K - 1) / (K + 1),K 为行程速比,此例中取 K = 2.
机构主要参数如表 1 所示. 为突出笔者所提方法,假
设由于制造成本所限,摇杆 CD 仅有 1 个样本. 以工

作过程中连杆 DE 的最大压力角 琢 小于等于 60毅为目

标,建立机构性能极限状态函数,并进行可靠性分析.
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表 1摇 传动机构参数

名称 长度 / mm
材料密度 /

(kg·m - 3)

杨氏模量 /
MPa

泊松比

AB LAB ~ N(75,7郾 52)

AC LAC ~ N(150,152)

CD LCD = 482(单样本) 7 810 207 0郾 29

DE LDE ~ N(150,122)

FG LFG = 420(确定值)

摇 摇 注:N()表示正态分布,L 表示零件长度.

摇 摇 1) 利用所提出的多阶矩样本容量扩展方法,获
得摇杆 CD 长度 LCD的经验分布. 假设由经验得知

类似零件长度近似服从对数正态分布,标准差为

0郾 46,偏度系数为 2郾 54,峰度系数为 1郾 65,中位数与

均值之比为 1郾 37. 根据式(5)得出相应的控制参数

如表 2 所示.
利用表 2 中求出的控制参数,根据式(3) (4)

得出扩展后的 LCD各样本如下:S玉-1 = S + 孜滓,S玉-2 = S +
(琢玉 + 孜)滓,S玉 -3 = S + (琢玉2茁玉 + 孜)滓,S玉 -4 = S +
(琢玉3茁玉 + 孜)滓,S玉 -5 = S + (琢玉4茁玉 + 孜)滓,S玉 -6 = S +
(琢玉5茁玉 + 孜)滓,S玉-7 = S + (琢玉6茁玉 + 孜)滓;S域-1 = S - 孜滓,
S域 -2 = S - (琢域 + 孜)滓,S域 -3 = S - (琢域2茁域 + 孜) 滓,
S域 -4 = S - (琢域3茁域 + 孜)滓,S域 -5 = S - (琢域4茁域 + 孜)
滓,S域 -6 = S - (琢域5茁域 + 孜)滓,S域 -7 = S - (琢域6茁域 +
孜)滓;S0 = S.

以上各式中,S = 480 mm,滓 = 0郾 46 mm,结合表

1 所得出的 LCD各虚拟样本数值见表 3.

表 2摇 样本扩容控制参数计算值

参数 计算结果 参数 计算结果

琢玉 0郾 964 7 茁域 0郾 870 6

琢域 0郾 809 5 孜 0郾 063 7

茁玉 1郾 007 2 — —

表 3摇 扩展所得 LCD虚拟样本值 mm

样本序号 样本值 样本序号 样本值

1 484郾 522 0 8 481郾 766 3

2 484郾 069 6 9 481郾 393 9

3 483郾 617 8 10 481郾 085 4

4 483郾 166 8 11 480郾 797 2

5 482郾 716 9 12 480郾 521 4

6 482郾 268 7 13 480郾 254 5

7 481郾 824 9 14 479郾 994 4

摇 摇 2) 采用文献[8]中提出的方法产生服从扩展

后 LCD样本经验分布的 100 个随机样本点,并采用拉

丁超立方抽样方法进行设计变量的随机抽样. 在

Adams鄄Insight 软件中考虑各杆件柔性的机构动力学

仿真,得出的连杆 DE 工作过程最大压力角变化范

围如图 2 所示.

图 2摇 连杆 DE 最大压力角 琢 的仿真结果

摇

3) 抽取前 50 组设计变量样本及对应的连杆

DE 压力角仿真结果,利用 Matlab鄄LSSVMLAB 拟合

响应与设计变量的函数关系,结合 SOC 方法计算可

靠度指标 茁0 . 将剩余 50 组数据分为 10 组,依据

Bootstrap鄄SVR鄄SOC 方法对指标进行逐次更新,规定

收敛精度 啄 = 0郾 1. 各次计算得出的可靠度指标参见

表 4,指标更新变化情况如图 3 所示.

表 4摇 计算所得可靠度指标

计算次数 可靠度指标 计算次数 可靠度指标

1 1郾 506 5 7 1郾 874 5

2 1郾 640 3 8 1郾 880 4

3 1郾 806 7 9 1郾 897 3

4 1郾 749 9 10 1郾 901 2

5 1郾 856 6 11 1郾 901 5

6 1郾 873 0 — —

3郾 2摇 结果分析

1) 由表 3 可以看出,扩展所得的 LCD虚拟样本

值较为对称地分布在实际样本值 482 mm 的两侧,
分布情况良好.

2) 因算例属于极小子样可靠性问题,很难实现

理论意义上的高可信性分析,但从无偏性、客观性角

度出发,依据所提方法生成的虚拟样本较为合适.
3) 由表 4 可以看出,进行 5 次更新计算后,可

靠度指标即收敛到规定的精度范围;进行 8 次更新
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图 3摇 可靠度指标更新过程
摇

计算后,可靠度指标稳定在 1郾 90 附近(对应的可靠

度为 0郾 971 3);第 4 次计算后可靠度指标下降的原

因在于补充样本的随机性. 计算结果说明 Bootstrap鄄
SVR鄄SOC 方法框架具有较好的稳定性.

4摇 结束语

提出了小子样、极小子样设计变量的多阶矩虚

拟样本容量扩展方法,充分利用了相似产品的方差、
偏度、峰度、中位数—均值比等统计信息,针对难以

做出理论上高可信度可靠性分析预测的情况,提供

了一种较为合理、客观的实现途径. 将 Bootstrap、
SVR、SOC 方法相结合,并充分利用有限元、机构动

力学等理论方法,基于所提出的多阶矩虚拟样本

容量扩充方法形成了适用于小子样结构机构可靠

性分析的 Bootstrap鄄SVR鄄SOC 方法框架,利用摆动

导杆机构最大工作压力角可靠性仿真算例验证了

方法的合理性. Bootstrap鄄SVR鄄SOC 方法充分考虑

结构机构的物理背景,相较于单纯从数据角度进

行分析预测的事后评估方法,具有较好的工程实

用价值.
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