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一种可应用于嵌入式系统的低复杂度超限
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摘要: 为解决超限学习机复杂度较高的问题,提出了一种新型的超限学习机更新策略,称为序列超限学习机. 避免

了复杂度较高的逆矩阵运算,而且能够应用于嵌入式系统中. 序列超限学习机比各种广泛应用的机器学习分类器

具有更低的计算复杂度. 基于实际数据集的仿真结果表明,序列超限学习机的分类精度比传统超限学习机和其他

广泛应用的分类器更高,而且具有更短的训练时间.
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Abstract: Extreme learning machine (ELM) achieves faster training speed and higher classification ac鄄
curacy, compared with other widely used classifiers, such as back propagation (BP), support vector ma鄄
chine (SVM), spectral clustering (SC), and so forth. However, ELM suffers from some drawbacks: 1)
ELM utilizes the calculation of inverse matrix for training, which cannot be adopted in the embedded sys鄄
tem; 2) the training time of ELM increases dramatically for large鄄scale applications. To solve these draw鄄
backs of ELM, a new training strategy called Sequential ELM (SELM) was proposed, which avoids the
calculation of inverse matrix. Therefore, SELM can be adopted in the embedded system. It is proven that
SELM achieves lower complexity than other widely used algorithms. Furthermore, simulations based on
practical datasets indicate that the classification accuracy of SELM is higher than traditional ELM and oth鄄
er widely used classifiers with shorter training time.
Key words: extreme learning machine; neural network; classification; low complexity; embedded sys鄄
tem



1摇 超限学习机研究背景

机器学习算法的突出优点是能够逼近复杂的非

线性函数,而且具有并行性好、快速适应性,近年来

在诸多领域得到了广泛的应用[1],而且能够处理许

多传统方法无法处理的分类问题. 反向传播算

法[1]、支持向量机[2]和谱聚类[3] 是最常见的机器学

习分类算法. 这些算法虽然得到了广泛的应用,但
也存在一些共同的缺点:1) 容易得到局部最优解;
2) 算法复杂度较高. 这些不足限制了传统机器学

习分类算法的应用. 所以需要提出新的分类算法以

弥补传统机器学习分类算法的不足.
针对上述分类算法的缺点,黄广斌等提出了超

限学习机(ELM, extreme learning machine) [1] . 传统

单层神经网络的隐藏层权重是由梯度下降等方法计

算得到,而超限学习机的隐藏层权重是随机产生的,
这大大缩短了训练时间[1] . 然而传统超限学习机也

具有如下缺点:1) 训练阶段需要计算逆矩阵,无法

应用于嵌入式系统中; 2) 随着训练数据量的增加,
传统超限学习机的训练时间将会快速上升,无法处

理大数据量的应用. 另外,超限学习机存在许多改

良算法. Wang 等[4]提出了有效超限学习机,该算法

选取特定的隐藏层参数,使隐藏层矩阵满秩,仿真证

明其分类精度比传统超限学习机更高. Liu 等[5] 提

出了半监督超限学习机,在训练神经网络之前,半监

督超限学习机对训练数据进行聚类,从而提高了分

类精度. 然而上述超限学习机的改良算法在传统超

限学习机优化方程的基础上,仅仅更改了目标函数

或者增加了约束条件,却仍然需要计算逆矩阵,和传

统超限学习机具有相同的缺点.
针对传统分类算法和基于超限学习机的各种算

法的缺点,提出了一种低复杂度的超限学习机训练

策略, 称 为 序 列 超 限 学 习 机 ( SELM, sequential
ELM). 序列超限学习机采用了不同的训练策略序

列,亦即对于超限学习机的优化方程采用了不同的

求解方法,避免了逆矩阵的计算,使得超限学习机可

以应用于嵌入式系统中,这是许多传统机器学习分

类器无法做到的. 可证明,和传统的基于机器学习

的分类器相比,序列超限学习机具有更低的算法复

杂度. 基于实际数据集的实验结果表明,序列超限

学习机具有较高的分类精度和较短的训练时间.
1郾 1摇 超限学习机介绍

设 g 表示激活函数,wl表示第 l 个隐藏节点和

输入节点之间的权重,bl表示第 l 个隐藏节点和输入

节点之间的偏置. 其中 wl、bl( l = 1,2,…,L)由任意

连续分布的函数产生[6 - 7] . 其隐藏层输出矩阵为

H = [h1,h2…,hL]沂RN 伊 L . 设 hnl是 H 第(n,l)个元

素,那么 hnl = g(wT
l xn + bl),其中 xn沂RN0,n = 1,2,

…,N,表示输入数据. 训练超限学习机可以分为:
1)构建具有固定数目的隐藏层节点,其中隐藏层的

参数随机产生;2) 固定隐藏层的节点数和参数,训
练超限学习机的输出权重.
1郾 2摇 算法步骤

超限学习机的训练过程可表示为如下优化问题:
minimize

茁
C忆椰T -H茁椰2

F +椰茁椰2
F (1)

其中椰·椰摇 F表示 Frobenius 范数,设输出层的权重矩

阵为 茁 = [茁1,茁2,…,茁L] T沂RL 伊M,训练目标矩阵表

示为 T = [ t1,t2,…,tN] T沂RN 伊M . 那么根据式(1)可
得,超限学习机输出层的输出权重矩阵可以表示为

茁 (= 1
C忆I +HT )H

- 1

HTT (2)

其中 I沂RL 伊 L表示单位矩阵. 在训练阶段,固定隐藏

层节点数、隐藏层参数 wl、bl( l = 1,2,…,L)和输出

权重 茁. 验证阶段隐藏层输出矩阵 H忆 = {h忆nl}可以

表示 h忆nl = g(wT
l x忆n + bl),其中 x忆n(n = 1,2,…,N)表

示验证阶段的输入数据.
1郾 3摇 超限学习机算法复杂度

隐藏层输出矩阵 H 的计算复杂度为

TH = O(N0NL) (3)
其中:N0 和 N 分别表示训练数据和训练目标的数;L
表示神经网络隐藏层节点的数. 然后需要 S1 =

NL2 + NL - L2

2 + 3
2 L 个浮点操作数去计算

1
C忆 I +

HTH,而 1
C忆I +HTH 的逆矩阵需要 S2 = L3 + L2 + L 个

浮点操作数. 计算式(2)中的矩阵乘法需要的浮点

操作数为 S3 = 2NL2 - NL + 2NML - ML,其中 M 表示

类的数. 机器学习算法在实际应用中,训练数据数

N 往往较大,满足 N垌L,M,N0
[8] . 综上可得,设 O

为朗道符号,传统超限学习机的计算复杂度为

TELM = TH + O(S1 + S2 + S3) = O(NL2 + NML + N0NL)
(4)

2摇 序列超限学习机

2郾 1摇 算法步骤

序列超限学习机逐行更新输出权重矩阵. 在训
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练阶段,定义误差矩阵 El = T - 移
k屹l

hk茁T
k ,那么超限

学习机优化方程可以表示为

minimize
茁 = [茁1,茁2,…,茁L] T

C 椰El - hl茁T
l 椰2

F + 移
L

l = 1
椰茁 l椰2

2

(5)
其中椰·椰摇2表示 l2 范数. 式(5)代入 KKT 条件,有

驻

茁 (l
C 椰El - hl茁T

l 椰2
F + 移

L

l = 1
椰茁 l椰 )2

2 = 0 (6)

通过计算式(6),茁 l( l = 1,2,…,L)可以表示为

茁 l = (C - 1 + hT
l hl) - 1ET

l hl (7)
综合上述分析可知,训练阶段的流程如下:
1) 初始化阶段. 随机产生隐藏层参数 wl、bl,

设定门限值 着;
2) 计算隐藏层权重矩阵 H;
3) 对于 l = 1,2,…,L,有

a) 计算误差矩阵 El = T - 移
k屹l

hk茁T
k ;

b) 通过式(7)更新输出权重的第 l 列 茁 l;
c) 如果 C椰T - H茁椰2

F + 椰茁椰2
F逸着,返回 3),

如果 C椰T -H茁椰2
F +椰茁椰2

F臆着,转到 4);
4) 返回输出层权重 茁.
验证阶段的流程如下:
1) 固定参数 wl、bl ( l = 1,2,…,L) 及输出权

重 茁;
2) 计算隐藏层权重 H忆;
3) 计算输出矩阵 O忆 =H忆茁.
序列超限学习机仅需要简单地四则运算,适用

于嵌入式系统中. 由下文的分析以及实验结果可

知,序列超限学习机算法复杂度低,分类准确性高.
这是由于传统超限学习机训练时,所有输出层权重

同时更新,这导致某个隐藏层节点的扰动会扩散到

整个输出层权重中,而序列超限学习机的输出层权

重是逐行更新的,某个隐藏层节点的扰动只会影响

与之连接的输出层权重,不会扩散到整个输出层权

重中.
2郾 2摇 序列超限学习机算法复杂度

序列超限学习机误差矩阵 E1 = T - 移
k屹l

hk茁T
k

所需浮点操作数为 SE1
= NM(L + 1),其第一行 茁1 更

新的浮点操作数为 S茁1 = 3NM + NML - M + 2N + 2,
误差矩阵 El ( l = 2,3,…,L)可以表示为 El = E1 -
h1茁1 + hl茁 l,计算复杂度是 SEl

= 4NM. 矩阵 茁 第 l 行
( l = 2,3,…,L)的浮点操作数是 S茁l = 6NM - M +

2N + 2,结合式(3)和式(4), 序列超限学习机的计

算复杂度为

TSELM = O(SH + S茁1 + SE1
+ (L - 1)(S茁l + SEl

)) =
O(NML + N0NL) (8)

下面,给出并且证明了定理 1.
定理 1摇 如果隐藏层节点数 L 和类的数 M 满足

不等式 L逸 1
3 (5M + 4),那么序列超限学习机的计

算复杂度小于传统超限学习机的计算复杂度.

将不等式 L逸 1
3 (5M + 4)代入式(4)和式(8),

可知当隐藏层节点数 L 和类的数 M 满足 L逸 1
3 (5M

+ 4)时,有 TSELM臆TELM,定理 1 得证. 阴
由定理 1 可知,如果有足够的隐藏层节点,那么

序列超限学习机比传统超限学习机的复杂度更低.

3摇 常用分类器算法复杂度对比

3郾 1摇 支持向量机的算法复杂度

二分类支持向量机复杂度为 Tbin = O (N3 +
N0N2),其中 N0 是输入数据的维度[9] . 多分类问题

有 2 种策略:一对多策略(OVA, one versus all)和一

对一 策 略 ( OVO, one versus one ) [2] . OVA 解

M(M - 1) / 2 个二分类问题. 训练数据数目 N 通常

远大于 L、M、N0
[8],OVA 复杂度为

TOVA = O(MN3 + N0MN2) = O(N3)
第 m (m = 1,2,…M)类有 Nm 个数据. 则 OVO 复杂

度为

TOVO = 移
1臆i < j臆N

O((Ni + N j) 3)

(a + b) 3臆4(a3 + b3)对任取 a,b逸0 都成立,所以

TOVO臆 移
1臆i < j臆M

O(N3
i + N3

j )臆O(MN3 + N0MN2)

(9)
故 OVO 复杂度

TOVO = O(MN3 + N0MN2) = O(N3)
3郾 2摇 谱聚类的算法复杂度

由于谱聚类算法(SC, spectral clustering) 计算

邻接矩阵的复杂度为 Tadj = O(N0N2) [3] . 邻接矩阵

奇异值分解的复杂度为 TSVD = O ( N3 + N0L2 +
N2

0L)[3] . 故谱聚类的算法复杂度为 TSC = Tadj + TSVD =
O(N3) .
3郾 3摇 有效超限学习机的算法复杂度

下面对效超限学习机(EELM, effective ELM)的
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算法复杂度进行分析. 设 [xT
i ,tTi ] T 沂Rd,可以证

明[4],有效超限学习机选择隐藏层权重和偏置的复

杂度为 Textra = O(Nd) . [xT
i ,tTi ] T 维度通常不会远大

于 L,即 d = O(N),所以有 Textra = O(N2) . 有效超限

学习机的算法复杂度为

TEELM =TH +TELM +Textra =O(N2 +NL2 +NML +N0NL)
(10)

3郾 4摇 半监督超限学习机的算法复杂度

下面分析计算半监督超限学习机(USELM, un鄄
supervised ELM) [5]的复杂度. 设 W = {w ij}表示相

似度矩阵,第( i, j)个元素为

w ij = exp( - 2滓 - 2椰xi - x j椰2
2)

其中 滓 表示输入数据 x1,x2,…,xN 的标准差. 训练

输出矩阵需要计算( I + 姿HTLH)淄 = 酌HTH淄 的特征

值,其中 L = D - W 表示拉普拉斯矩阵[5] . D 是对

角矩阵,其第 i 行、第 i 列元素为 Dii = 移
N

j = 1
w ij . 姿 表

示权衡参数. 酌 和 淄 分别为特征值和对应的特征向

量. 计算 w ij的复杂度为 Twij
= 3N0 + 1,其中 N0 表示

输入数据 xn (n = 1,2,…,N)的维度. 由于矩阵 W
是对称矩阵,计算矩阵 W 的复杂度为

TW = 1
2 N(N + 1)Twij

= 1
2 N(N + 1)(3N0 + 1)

(11)
计算 酌 和 淄 的复杂度为 Teig = O(N3) [10] . 半监督超

限学习机的复杂度为

TUSELM = TELM + TW + Teig = O(N3)
综上可得,各种算法的复杂度如表 1 所示.

表 1摇 各种算法的复杂度

算法 复杂度

序列超限学习机 O(NML + N0NL)

传统超限学习机 O(NL2 + NML + N0NL)

支持向量机(OVO) O(N3)

支持向量机(OVA) O(N3)

谱聚类 O(N3)

有效超限学习机 O(N2 + NL2 + NML + N0NL)

半监督超限学习机 O(N3)

摇 摇 通过表 1 可以发现,支持向量机[2]、谱聚类[3]、
有效超限学习机[4]、半监督超限学习机[5] 的算法复

杂度比序列超限学习机的算法复杂度高. 另外,定
理 1 已经证明,在满足一定条件的情况下,系列超限

学习机的算法复杂度比传统超限学习机更低. 而且

定理 1 需要的条件在实际应用中很容易满足. 在实

际应用中,序列超限学习机的算法复杂度不仅比支

持向量机、谱聚类等传统分类算法低,也比传统超限

学习机及其改进算法,如有效超限学习机、半监督超

限学习机等的复杂度低.

4摇 仿真实验和分析

下面将序列超限学习机的效果与其他算法进行

对比. 支持向量机和谱聚类的效果比反向传播算法

更好[2 - 3],所以选择支持向量机和谱聚类算法作为

对比. 超限学习机的改进算法中,选择半监督超限

学习机和有效超限学习机算法. 选择基于真实数

据,将广泛应用的 UCI 数据集[11]在 Matlab 2016b 上

运行,中央处理器主频为 2郾 40 GHz. 每组仿真进行

了 1 000 次,并且求取平均值. 选择 sigmoid 函数作

为激活函数,各数据集的特性如表 2 所示.

表 2摇 数据集特性

数据集 数据数 数据维度 类的数

Glass 214 10 7

Segment 2 310 19 7

Diabetes 442 10 2

Wine 178 13 3

Human 10 299 561 6

Wine quality 4 898 12 6

Bank 45 211 17 12

Diabetes 442 10 2

Iris 150 4 3

4郾 1摇 分类精度比较

基于表 2 中的数据集,对各种分类器的效果进

行了对比,分类效果如表 3 所示. 可以发现,基于超

限学习机的各种算法,即序列超限学习机、传统超限

表 3摇 各种分类器的分类准确度对比 %

数据集
支持

向量机
谱聚类

传统

超限

学习机

半监督

超限

学习机

有效

超限

学习机

序列

超限

学习机

Glass 68郾 8 61郾 4 66郾 7 60郾 6 72郾 7 86郾 5

Segment 67郾 5 13郾 0 66郾 7 69郾 9 68郾 3 73郾 1

Diabetes 76郾 6 43郾 5 77郾 5 43郾 7 76郾 8 85郾 9

Wine 98郾 4 83郾 3 98郾 6 98郾 7 96郾 6 99郾 4

Human 45郾 7 91郾 9 53郾 9 98郾 4 84郾 6 99郾 7

Wine Quality 99郾 8 13郾 4 99郾 2 99郾 2 99郾 1 99郾 9

Bank 89郾 2 49郾 3 98 85郾 1 98郾 1 99郾 9

Iris 93郾 3 95郾 7 97郾 6 97郾 4 98郾 3 99郾 7
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学习机、有效超限学习机和半监督超限学习机算法

的分类效果比支持向量机和谱聚类的分类效果好.
而基于超限学习机的各种算法中,序列超限学习机

的算法精度比其他几种基于超限学习机的算法的分

类精度更高,这意味着序列超限学习机可有效地应

用于分类问题中.
4郾 2摇 训练时间比较

不同分类器的训练时间如表 4 所示,序列超限

学习机的训练时间比其他各种分类器的训练时间

少. 这验证了对各种算法复杂度的分析结果,序列

超限学习机可以处理大数据量分类问题.

表 4摇 各种分类器的训练时间对比 s

数据集
支持

向量机
谱聚类

传统

超限

学习机

半监督

超限

学习机

有效

超限

学习机

序列

超限

学习机

Glass 2郾 088 0郾 022 0郾 008 0郾 018 0郾 013 0郾 006

Segment 0郾 139 0郾 074 0郾 011 0郾 026 0郾 022 0郾 008

Diabetes 0郾 065 0郾 007 0郾 001 0郾 001 0郾 008 0郾 001

Wine 0郾 178 0郾 17 0郾 025 0郾 107 0郾 07 0郾 024

Human 20郾 66 306郾 84 2郾 088 4郾 306 2郾 506 1郾 455

Wine Quality 0郾 912 3郾 466 0郾 042 0郾 145 0郾 062 0郾 038

Bank 684郾 45 275郾 67 0郾 25 10郾 245 0郾 318 0郾 101

Iris 0郾 407 0郾 013 0郾 003 0郾 011 0郾 007 0郾 002

4郾 3摇 分类效果和隐藏层节点数的关系

通过表 3 和表 4 可以发现,基于超限学习机的

各种分类器(序列超限学习机、传统超限学习机、半
监督超限学习机以及有效超限学习机)在分类精度

和训练时间方面,比支持向量计算法、谱聚类算法、
超限学习机及其改进算法都具有更好的效果.

下面分析基于超限学习机的不同分类器的性能

差异. 首先分析基于超限学习机各种算法的收敛

性,采用 Human 数据集,分析基于超限学习机的各

种分类器的分类效果和隐藏层节点数之间的关系.
图 1 所示为不同分类器的分类效果和隐藏层节点数

之间的关系,用以衡量不同分类器的收敛性. 可以

发现,序列超限学习机算法的收敛速度和半监督超

限学习机相近,而且序列超限学习机的收敛速度比

半监督超限学习机的收敛速度更快. 实际上,针对

表 3 和表 4 中其他数据集进行的测试得到了和 Hu鄄
man 数据集类似的结果. 由于隐藏节点数大于 200
的情况下,序列超限学习机具有较好的分类效果,所
以隐藏节点数选择为 L逸200.

图 1摇 分类精度和隐藏层节点数的关系
摇

传统超限学习机的收敛速度比序列超限学习机

慢,这是因为传统超限学习机需要将整个隐藏层输

出矩阵 茁 视为整体进行计算,这使得某个节点上的

误差和扰动会扩散到所有神经网络的隐藏层节点.
4郾 4摇 训练时间和隐藏层节点数的关系

不同算法的复杂度对比如图 2 所示. 相同隐藏

层节点数的情况下,序列超限学习机的训练时间比

其他算法更少. 这验证了上文中对于各种算法复杂

度的分析结果. 根据实验结果以及定理 1 的结论,
为了使得序列超限学习机比其他基于超限学习机的

分类器具有更少的训练时间,选择 L逸200.

图 2摇 训练时间和隐藏层节点数的关系
摇

通过图 1 和图 2 的分析,在提高分类精度的情

况下,为了尽量降低训练时间,选择 L = 200. 通过图

1 和图 2 的结果可见,为了达到相同的分类精度,序
列超限学习机所需要的节点数比其他基于超限学习

机的分类器更少. 由于序列超限学习机避免了逆矩

阵的计算,所以可以应用于嵌入式系统中.

5摇 结束语

提出了一种新型的超限学习机训练方法,称为

序列超限学习机. 证明了序列超限学习机的复杂度
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比传统超限学习机以及各种常用分类器的复杂度更

低,而且基于真实数据(UCI 数据集)的实验证明了

上述结论. 序列超限学习机的输出矩阵是逐行更新

的,避免了传统超限学习机的逆矩阵运算,所以能够

应用于嵌入式系统中,且具有更低的复杂度. 与广

泛应用的数据集相比序列超限学习机的分类效果更

好,收敛速度更快,训练时间更短. 所以序列超限学

习机能够得到更加广泛的研究和应用.
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