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基于 RLS 的改进双线性模型的稳定性分析

赵摇 霞,摇 倪颖婷,摇 李瞻宁
(同济大学 电子与信息工程学院, 上海 201804)

摘要: 双线性多项式的非线性特征只能靠输入 -输出交叉项表达,无法精确地表达高阶非线性系统. 为此,对改进

双线性多项式模型的稳定性进行了研究. 利用迭代最小二乘法辨识改进双线性模型的参数,在复数域中,推导该算

法的迭代公式,并验证了系统模型的稳定性. 结果表明,通过迭代最小二乘法辨识得到的系统模型为有界输入-有

界输出稳定.
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Stability Analysis for a Modified Bilinear Model
Based on Recursive Least Squares

ZHAO Xia,摇 NI Ying鄄ting,摇 LI Zhan鄄ning
(College of Electronic and Information Engineering, Tongji University, Shanghai 201804, China)

Abstract: The nonlinearity of bilinear polynomial only relies on the input鄄output cross term to express; it
is hard to accurately describe the system with higher order nonlinearity. For improving the performance of
models, many modified bilinear polynomials are proposed. However, the complex feedback terms cause
models to be unstable, which restrict the modified models to be widely used in practice. Therefore, the
stability of a modified bilinear model was analyzed. Recursive least squares (RLS) is used to identify pa鄄
rameters of the modified bilinear model, and the iterative formulas of the algorithm are deduced in the
complex field. Simultaneously, the stability of the identified system is verified. It is shown that the bilin鄄
ear system model identified by RLS, has bounded鄄input bounded鄄output stability.
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摇 摇 在自适应非线性系统辨识中,Volterra 级数是一

种经典的数学模型. 但在多数情况中,Volterra 级数

模型需要大量的系数来描述非线性系统,限制了它

的实际应用. 在这一情况下,许多改进的模型被相

继提出,如维纳模型、汉默斯坦模型[1]、记忆多项式

模型[2]、广义记忆多项式模型[3] . 双线性多项式也

是其中之一,它将过去时刻的输出项和输入-输出

交叉项引入一阶线性输入序列,是一种具有反馈结

构的非线性模型[4] . 据文献[5鄄7]中的描述,双线性

多项式模型能用较少的系数表现出比二阶 Volterra
级数模型更好的性能. 但因为双线性模型只能依靠

交叉项来表达非线性,当描述一个高阶非线性系统

时,不能做到足够精确. 为此,Zhao 等[8] 提出了改

进的双线性模型,仿真实验结果表明,使用该模型和

有限数量的系数可以以任意精度逼近大部分的非线

性系统,但文中并没有在理论上对这个模型的稳定

性进行具体分析.
众所周知,在反馈控制系统中,反馈回路能够大

大改善系统的性能,但同时也可能引起系统的不稳

定. 这种现象在双线性多项式模型中同样存在,并
且反馈项越复杂,多项式稳定性越难以保证. Lee
等[9]在实数域中对传统双线性多项式模型的稳定



性进行了分析,当输入信号满足特定激励条件时,模
型的输出有界. Johnson 等[10] 对传统双线性多项式

的一些重要类型稳定性的充分条件进行了总结. 笔

者针对文献[8]中提出的改进双线性多项式,在复

数域中,验证它与迭代最小二乘法(RLS, recursive
least squares)结合得到的系统模型的稳定性.

1摇 模型介绍

传统双线性模型的表达式为

y(n) = 移
N2-1

j = 1
cjy(n - j) + 移

N1-1

i = 0
aix(n - i) +

移
N1-1

i = 0
移
N2-1

j = 1
bi,jy(n - j)x(n - i) (1)

其中:x(n)和 y(n)分别表示双线性系统的输入和

输出信号,cj、bi,j和 ai 分别为输出项、交叉项和输入

项的系数. 第 1 部分由 N2 - 1 个时刻的输出信号线

性构成,第 2 部分由 N1 个时刻的输入信号线性构

成,第 3 部分由过去时刻输入-输出信息交叉构成.
第 1 部分和第 3 部分即为反馈项. 由于每时刻反馈

和迭代的作用,这种模型能够比二阶 Volterra 级数

模型以更少的系数而更有效地表达一个非线性系

统. 但由于双线性多项式模型是一个一维模型(一
阶多项式只有纯粹的输入数据和输出数据,所以双

线性多项式模型通常被称为一维模型,而不是一阶

模型),其非线性特点只能依靠交叉项表达,对高阶

非线性系统无法准确建模.
为了充分利用双线性多项式反馈的思路,拓宽

其适用范围,文献[8]中对原始的双线性多项式模

型做出适当的调整,改进后的双线性模型表达式为

y(n) = 移
Qy

i = 1
移
Ky

j = 1
ai,jy(n - i) | y(n - i) | j - 1 +

移
Qx

i = 0
移
Kx

j = 1
bi,jx(n - i) | x(n - i) | j - 1 (2)

其中:ai,j和 bi,j分别为反馈输出信号和输入信号的

系数. 对于模型中的参数,采用图 1 所示的结构进

行辨识.
根据图 1 中的变量,对改进双线性多项式模型

(式(2))重新表示为

d̂(n) = 移
Qd

i = 1
移
Kd

j = 1
ai,j

寛d(n - i) | 寛d(n - i) | j - 1 +

移
Qx

i = 0
移
Kx

j = 1
bi,jx(n - i) | x(n - i) | j - 1 (3)

其中:x(n)和 d̂(n)分别表示改进双线性模型的输

入和输出信号, 寛d ( n) 表示过去时刻的输出信息,
d(n)为未知系统的实际输出,e(n)为系统实际输出

与模型估计输出之差. 因为 d̂(n)和 d(n)都可以作

为式(3)中的反馈输出信息,所以 寛d(n)有 2 种获取

方法,这使得改进双线性模型具有 2 种不同的参数

辨识结构. 当 寛d(n) = d̂(n)时,辨识结构为输出误差

结构(output鄄error method);当 寛d(n) = d(n)时,则为

等式误差结构(equation鄄error method) .

图 1摇 输出误差结构和等式误差结构
摇

2摇 迭代最小二乘法

常用的自适应辨识算法有迭代最小二乘法和最

小均方算法 (LMS, least mean squares) . 相对而言,
LMS 算法是最简单的一种自适应算法,其计算量

小,但是收敛速度和收敛精度受到步长 滋 的限制,难
以达到又快又好的效果. 而 RLS 算法收敛速度和收

敛精度都比 LMS 算法好,但是每次迭代的计算量都

较大. 综合考虑,采用 RLS 算法辨识改进双线性模

型的参数. 对于上文介绍的 2 种模型参数辨识结

构,RLS 辨识算法的推导过程相同.
为了便于推导,把式(3)记为如下矩阵形式:

d̂(n) = aTu(n) (4)
其中:a = [a1,1,…,aQd,1,…,aQd,Kd

,b1,1,…,bQx,Kx
] T,

代表系数向量,u(n) = [ 寛d(n - 1),…, 寛d(n - Qd),

…,寛d(n - Qd) | 寛d(n - Qd) | Kd - 1,x(n),…,x(n - Qx),
…,x(n - Qx) | x(n - Qx) | Kx - 1] T,代表各时刻含反馈

量的输入信息,aT 是 a 的转置矩阵.
对于 N 个采样时刻的数据,RLS 的代价函数为

J = 移
N

n = 1
e(n) 2 (5)

其中
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e(n) = d(n) - d̂(n) = d(n) - aTu(n) (6)
为使式(5)达到极小值,对 J 求 a 的偏导,并令

其等于零,即

驻J = 鄣J
鄣a = - 2 移

N

n = 1
u*(n)e(n) =

- 2 移
N

n = 1
u*(n)[d(n) - aTu(n)] = 0 (7)

其中 u*(n)是 u(n)的共轭矩阵,所以

移
N

n = 1
u*(n)d(n) = 移

N

n = 1
u*(n)uT(n)a (8)

可将式(8)写为

UH(N)D(N) =UH(N)U(N)a (9)
其中

U(N) = [u(1) u(2) … u(N)] T

D(N) = [d(1) d(2) … d(N)] T

所以

a = [UH(N)U(N)] - 1UH(N)D(N) (10)
定义

椎(N) =UH(N)U(N) = 移
N

n = 1
u*(n)uT(n)

P(N) =UH(N)D(N) = 移
N

n = 1
u*(n)d(n)

从而可以将式(10)表示为

a =椎 - 1(N)P(N) (11)
从 椎(N)和 P(N)的定义中还能得出

椎(n) =椎(n - 1) + u*(n)uT(n) (12)
P(n) = P(n - 1) + u*(n)d(n) (13)

为了求 椎(N)的逆矩阵,引入矩阵求逆引理:
A - 1 = (B + CDE) - 1 =

B - 1 - B - 1C(D - 1 + EB - 1C) - 1EB - 1 (14)
对应到式(13)上,令 A =椎(n),B =椎(n - 1),

C = u*(n),D = 1,E = uT(n),所以 椎 - 1(n)为
椎 - 1(n) =椎 - 1(n - 1) -

椎 - 1(n - 1)u*(n)uT(n)椎 - 1(n - 1)
1 + uT(n)椎 - 1(n - 1)u*(n)

(15)

令

C(n) =椎 - 1(n) (16)

g(n) = C(n - 1)u*(n)
1 + uT(n)C(n - 1)u*(n)

(17)

则式(15)可写为

C(n) = C(n - 1) - g(n)uT(n)C(n - 1) (18)
同时,从式(17)可以推出

g(n) = C(n - 1)u*(n) -
g(n)uT(n)C(n - 1)u*(n) =

C(n)u*(n) (19)
根据式 (11 ) 和式 (13 ),再结合式 (18 )、式

(19),能够得到
寅
a(n) =椎 - 1(n)P(n) =

C(n)[P(n - 1) + u*(n)d(n)] =
C(n - 1)P(n - 1) - g(n)uT(n) 伊
C(n - 1)P(n - 1) + g(n)d(n) =

a(n - 1) + g(n)[d(n) - uT(n)a(n - 1)]
(20)

a(n)为第 n 次迭代时的系数向量,令 琢(n)为
先验估计误差[11]:

琢(n) = d(n) - uT(n)a(n - 1) (21)
所以,式(20)又可写为

a(n) = a(n - 1) + g(n)琢(n) (22)
综上可得 RLS 的迭代公式:

a(n) = a(n - 1) + g(n)琢(n)

g(n) = C(n - 1)u*(n)
1 + uT(n)C(n - 1)u*(n)

C(n) = C(n - 1) - g(n)uT(n)C(n - 1) (23)

3摇 稳定性分析

对基于改进双线性多项式与 RLS 算法得到的

系统模型稳定性进行了证明,具体过程如下.
根据式(6)和式(21)有以下推导:

琢(n) = e(n) + uT(n)a(n) - uT(n)a(n - 1) =
e(n) + uT(n)[a(n) - a(n - 1)] (24)

结合式(22),得到

琢(n) = e(n) + uT(n)g(n)琢(n)
e(n) = [1 - uT(n)g(n)]琢(n) (25)

将式(17)代入式(25),e(n)与 琢(n)可变为

e(n) = 琢(n)
1 + uT(n)C(n - 1)u*(n)

琢(n) = [1 + uT(n)C(n - 1)u*(n)]e(n) (26)
再利用式(13)和式(22),可以推出

aH(n)椎(n)a(n) = aH(n)P(n) =
aH(n - 1)椎(n - 1)a(n - 1) +
琢*(n)uT(n)C(n)P(n - 1) +

aH(n - 1)u*(n)d(n) +
琢*(n)uT(n)C(n)u*(n)d(n) (27)

其中,根据式(11)、式(13),有
琢*(n)uT(n)C(n)P(n - 1) +

琢*(n)uT(n)C(n)u*(n)d(n) =
琢*(n)uT(n)a(n) = 琢*(n)[d(n) - e(n)]

(28)
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根据式(21),得
aH(n - 1)u*(n)d(n) = [d*(n) - 琢*(n)]d(n)

(29)
结合式(28)、式(29),式(27)有如下形式:

aH(n)椎(n)a(n) =
aH(n - 1)椎(n - 1)a(n - 1) +

| d(n) | 2 - e(n)琢*(n) =
aH(n - 1)椎(n - 1)a(n - 1) + | d(n) | 2 -
e(n)e*(n)[1 + uH(n)C*(n - 1)u(n)]

即

| e(n) | 2[1 + uH(n)C*(n - 1)u(n)] =
| d(n) | 2 + aH(n - 1)椎(n - 1)a(n - 1) -

aH(n)椎(n)a(n) (30)
将等式(30)两边从 n = 1 累加到 n = N,并除以

N + 1,得
1

N + 1 移
N

n = 1
{ | e(n) | 2[1 + uH(n) 伊

C*(n - 1)u(n)]} =
1

N + 1 移
N

n = 1
| d(n) | 2 + 1

N + 1a
H( - 1) 伊

椎( - 1)a( - 1) - 1
N + 1a

H(N)椎(N)a(N)

因为 椎(N)为正定矩阵,所以

1
N + 1 移

N

n = 1
| e(n) | 2 <

1
N + 1 移

N

n = 1
{ | e(n) | 2[1 + uH(n) 伊

C*(n - 1)u(n)]} <
1

N + 1 移
N

n = 1
| d(n) | 2 + 1

N + 1a
H( - 1)椎( - 1)a( - 1)

因为 d(n)是未知系统的实际输出,所以其均方

值必定有界,进而可以推出 e(n)的均方值也是有界

的. 根据 e(n)的定义(式(6)),能够得出改进双线

性模型时刻 n 的实际输出 d̂(n)是有界的,即模型是

有界输入-有界输出稳定的,确保了模型在实际应

用中能够推广到各种领域. 此外,在系统辨识过程

中,对于保证模型稳定的输入信号需满足的条件,
Enzo Mumolo 等在文献[12]中进行了详细分析.

4摇 结束语

对基于 RLS 算法的改进双线性多项式模型进

行分析研究,推导了双线性多项式模型的迭代公式,
验证了该系统模型具有有界输入-有界输出的稳定

性. 这一模型不仅可以用于自适应非线性系统辨

识,还可被广泛用于线性化预处理[11]、声音信号预

测、非线性信道均衡[6]、有源噪声控制[7]等领域.
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