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基于 Jacobi 迭代的大规模 MIMO 系统低复杂度
软检测算法
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摘要: 基于 Jacobi 迭代提出一种低复杂度信号检测算法,在算法实现中避免了矩阵求逆运算. 数学推导证明,该算

法应用于 MMSE 检测时是收敛的,与传统的 Neumann 级数展开方法对比,能达到与其完全相同的检测性能,并且在

任意迭代次数下能将复杂度保持在 O(K2),而后者当级数展开项数大于等于 3 时复杂度上升为 O(K3). 为了进一

步将 Jacobi 迭代应用到软判决中,提出了一种用于信道译码的 LLR 的近似计算方法. 仿真结果表明,经过几次迭

代,Jacobi 迭代算法收敛较快,并接近 MMSE 检测性能.
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Abstract: Based on Jacobi iterative method, a low鄄complexity detection algorithm which can circumvent
the matrix inverse operation was proposed. The proposed algorithm was proved to be convergent when it is
applied in the MMSE detection scheme, and it can achieve the same performance of the classical Neu鄄
mann series expansion. Unlike conventional Neumann method with the number of iterations exceeding
three ( i逸3), whose computational complexity is increasing to O(K3), the proposed algorithm can keep
it consistently at O(K2) with arbitrary number of iterations. In order to employ that in soft decision, an
approximated method was adopted to compute log鄄likelihood ratios for soft channel decoding. Simulations
verify that the proposed algorithm can converge rapidly and achieve its performance quite close to that of
the MMSE algorithm with only a small number of iterations.
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摇 摇 大规模多输入多输出 (MIMO, multiple鄄input
multiple鄄output)系统能够以 2 ~ 3 个数量级的程度

提升无线通信系统的频谱利用率和功率利用率[1鄄3],

已成为 5G 最具潜力的使能技术和热点研究方向之

一. 最小均方误差 (MMSE, minimum mean square
error)检测算法已广泛应用于大规模 MIMO 系统中,



可以实现接近最优的检测性能,但这类检测算法引

入了复杂度较高(O(K3 ))的高维矩阵求逆运算.
Wu 等[4]、Kang 等[5] 以及 Tang 等[6] 基于 Neumann
级数展开提出了一系列低复杂度解决方案,仅仅将

3 级展开复杂度降低到 O(K2).
笔者利用 Jacobi 迭代[7] 与 Neumann 级数展开

之间的关系,提出一种基于 Jacobi 迭代的低复杂度

检测算法,理论和仿真结果均证明该算法可以在迭

代次数比 Neumann 级数展开项数少 1 的情况下实

现与其完全相同的检测性能,从而等效地实现将任

意项数展开的 Neumann 级数计算复杂度保持在

O(K2). 此外,为了充分利用软信息并将其应用到软

判决中,给出了一种对数似然比(LLR, log鄄likelihood
ratio)的近似计算方法,并通过仿真验证了检测

性能.

1摇 系统模型

考虑大规模 MIMO 系统上行链路,该系统由一

个配备 N 根天线的基站和 K 个单天线用户组成且

满足 N垌K. 令 sc = [ s1,s2,…,sK] T 表示所有用户同

时发送的 K 伊 1 维符号向量,其中 sk沂O 是来自第 k
个用户的发送符号,O 是调制符号集. 令 Hc沂迯 N 伊 K

表示信道矩阵,则基站端接收到的 N 伊 1 维信号矢

量可以表示为

yc =Hcsc + nc (1)
其中 nc 是 N 伊 1 维均值为 0、协方差矩阵为 滓2IN 的

加性高斯白噪声向量. 式(1)转化为等价实数模

型为

y =Hs + n (2)
其中:s沂迬 2K,H沂迬 2N 伊 2K,y沂迬 2N,n沂迬 2N,即有

H =
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其中 R(·)和 I(·)分别代表实部和虚部.
1郾 1摇 MMSE 信号检测

通过 MMSE 滤波,基站接收端对发送信号矢量

s 的估计为 ŝ,则有

ŝ = (HHH + 滓2I2K) - 1HHy =W - 1 ŷ (3)
其中:ŷ =HHy;W 为 MMSE 检测器的滤波矩阵,可以

表示为

W =G + 滓2I2K (4)

其中 G =HHH 为格拉姆矩阵. W - 1的计算复杂度为

O(K3),构成了检测算法实现复杂度的主要成分.
1郾 2摇 LLR 的计算

首先要将估计量 ŝ 和计算得到的 W - 1分别恢复

到复数域得到 ŝc 和 W - 1
c ,这里令 U = W - 1

c Gc =
W - 1

c HH
c Hc 表示均衡后的信道矩阵,经过 MMSE 加

权矩阵处理之后的均衡信号为

ŝc =W - 1
c Gcsc +W - 1

c HH
c nc =

Usc +W - 1
c HH

c nc (5)
则第 k 个用户发送的符号估计值为 ŝc,k = 滋ksc,k +

ek,其中 滋k = [U] kk = Ukk为均衡后的等效信道增益,
ek 为 ŝk 中所包含的噪声加干扰项(NPI, noise plus
interference term),其所对应的方差可以表示为

v2k = 移
K

j屹k
|U jk | 2 + Ekk 滓2 . 这里满足矩阵关系 E =

W - 1
c HH

c (W - 1
c HH

c )H = W - 1
c GcW - 1

c . 利用文献[4]给

出的 Max - log 方法,可以得出第 k 个用户发送的第

b 个个比特的 LLR Lk,b为

Lk,b = Y (k min
a沂O0b

ŝc,k
滋k

- a
2

- min
a忆沂O1b

ŝc,k
滋k

- a忆 )
2

(6)
其中:系数 Yk = 滋2

k / v2k 为第 k 个用户的信号与干扰加

噪声比 ( SINR, signal鄄to鄄interference鄄plus鄄noise rati鄄
o),O0

b 和 O1
b 分别为第 b 位为 0 和 1 的调制符号集.

2摇 基于MMSE准则低复杂度检测算法

2郾 1摇 Neumann 级数展开

为了降低 W - 1 的计算复杂度,Wu 等[4] 提出了

利用 Neumann 级数展开来近似获得矩阵求逆的结

果. 由于当基站端配备的天线数远大于单天线用户

数(N垌K)时,矩阵W 具有对角占优特性[1],即W抑
D 可得

W - 1 = 移
肄

n = 0
( -D - 1E) nD - 1 (7)

当 lim
n寅肄

( -D - 1E) n = 0 时,式(7)级数展开收敛.

若仅展开前 i 项可以得到

W - 1
i = 移

i -1

n = 0
( -D - 1E) nD - 1 (8)

当 i 的取值较小时,Neumann 级数展开能通过

较低的复杂度对 W - 1进行近似,但是,当 i逸3 时,其
计算复杂度上升为 O(K3) .

Kang 等[5]提出了一种改进的 Neumann 级数展

开算法. 当 i = 3 时,令 X = D - 1ED - 1ED - 1,取 X 主
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对角线元素及其附近的元素构成矩阵 Xd,即
W - 1

3 =D - 1 -D - 1ED - 1 + Xd (9)

Xd = diag(X) + 移
T

1
diagT(X) (T逸| i - j | )

(10)
其中:diag(X)为仅保留 X 的对角元素并将其他所

有元素置零的对角矩阵;diagT(X)为仅取与 X 主对

角线距离为 T 的元素构成的矩阵,T = 1,2,3…. 如

此处理,能将 i = 3 时的 Neumann 级数展开算法计算

复杂度降为 O(K2) .
2郾 2摇 Newton 迭代算法

源于一阶泰勒级数的 Newton 迭代法同样可以

通过迭代的方式计算 W - 1的近似值:
寛W( i)

newton = 寛W( i - 1)
newton (2I2K - 寛W W( i - 1)

newton ) (11)
其收敛的充要条件为

椰I - 寛W W(0)
newton椰 <1 (12)

其中椰·椰表示矩阵 2 范数. 由于矩阵 W 具有对角

占优特性,所以设置 寛W(0)
newton = D - 1 显然满足收敛条

件. 当 i逸2 时,Newton 迭代算法具有很高的精度,
但是其计算复杂度仍为 O(K3) . 针对此问题,Tang
等[6]用 W 的次对角线及其附近的元素构成的矩阵

Ê 代替空心矩阵 E,即
Ê( i,j) = E( i,j),摇 | j - i |臆2
Ê( i,j) = 0,摇 | j - i }| > 2

(13)

如此处理,使得 Neumann 级数前 2 项可表示为

Ŵ - 1
2 =D - 1 -D - 1 ÊD - 1 (14)

令寛W(2)
newton = Ŵ - 1

2 ,并代入式(11),有
寛W(3)

newton = Ŵ - 1
2 (2I2K -WŴ - 1

2 ) (15)

由于 | j - i | > 2 时 Ŵ - 1
2 ( i,j)为零,所以寛W(3)

newton的

计算复杂度为 O(K2) .

3摇 基于 Jacobi 迭代的软输出信号检测

传统的 Neumann 级数展开算法在展开项数较

多时其复杂度仍然会上升为 O(K3),因此,设计一

种基于 Jacobi 迭代的检测算法,将 Neumann 级数任

意展开项的复杂度降低为 O(K2) .
3郾 1摇 Jacobi 迭代算法

Jacobi 迭代算法[7] 用来求解形如 Ax = b 的 N
维线性方程,将式(3)改写为

Wŝ = ŷ (16)
于是,可在不对 MMSE 滤波矩阵 W 求逆的情况

下估计出用户发送的信号矢量 ŝ,通过迭代的方式

表示:
ŝ( i) =D - 1( ŷ - E ŝ( i - 1)) (17)

然后将 ŝ( i)恢复到复数域得到 ŝ( i)c ,这样每次迭

代需要的计算复杂度为 O(K2) .
3郾 2摇 结合 Neumann 级数的 Jacobi 迭代算法

由式(3)可以得到对应的 ŝi 为

ŝi =W - 1
i ŷ (= 移

i -1

n = 0
( - 1) n (D - 1E) nD )- 1 ŷ

(18)
用 D - 1代替 W - 1可以设置式(17)中初始解 ŝ(0)

为

ŝ(0) =D - 1 ŷ (19)
通过计算可以得到

ŝ(1) =D - 1(I2K - ED - 1) ŷ

ŝ2 = (D - 1 -D - 1ED - 1) ^ }y (20)

则式(17)和(18)之间存在如下关系:
ŝ( i) = ŝi + 1 (21)

通过上述理论分析,设定式(19)表示特殊的初

始值,Jacobi 迭代算法可以实现与 Neumann 级数展

开完全相同的检测性能;同时,在任意迭代次数下,
其计算复杂度与传统的 Neumann 级数展开( i逸3)
的计算复杂度相比将降低一个指数级,保持在

O(K2) . 由于计算 LLR 时需要结合 W - 1,因此设计

思路是,首先计算出 W - 1的 2 阶 Neumann 级数展开

近似值 W - 1
2 ,然后储存该变量 W - 1

2 以便在 LLR 计

算时进行调用,接下来对 s 的估计过程中执行 Jacobi
迭代. 通过这样的方式,在不影响 s 估计精度且不

增加计算复杂度的情况下,可以提高 W - 1 估计精

度,从而有效地解决了前面绕开计算 W - 1 之后,又
再次出现需要计算 W - 1的问题.
3郾 3摇 近似 LLR 的计算

在计算第 k 个用户发送的第 b 个比特所对应的

Lk,b时,需要再次用到 W - 1 来计算第 k 个用户的

SINR,这就导致前面绕开计算 W - 1 的问题再次出

现,需要进一步处理并完善解决方案.
3郾 3郾 1摇 精确 LLR 的计算方法

最为直接的办法是利用 Jacobi 迭代算法估计出

W - 1,合并式(3)和式(8),令 ŷ = em,这里 em 表示单

位矩阵 I2K的第 m 个列向量. 通过迭代的方法可以

计算出第 i 次迭代时 W - 1的第 m 列为

( ŵinv) ( i)
m =D - 1(em - E ( ŵinv) ( i - 1)

m ) (22)
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同样 设 置 对 角 近 似 初 始 值, 令 ( ŵinv) (0)
m =

D - 1em,通过 i 次迭代可以得到 W - 1 的估计值

(Ŵinv) ( i):
(Ŵinv) ( i) =D - 1(I2K - E (Ŵinv) ( i - 1)) (23)

通过如此操作,每次迭代后用 (Ŵinv) ( i) 代替

W - 1,即有寛W - 1
i 抑(Ŵinv) ( i) . 然后将其转换到复数域

得到寛W - 1
c,i ,即可以通过 Jacobi 迭代算法在每次迭代

后近似信道增益和 NPI 方差,分别表示为

滋̂( i)
k = Û( i)

kk (24)

( v̂( i)k ) 2 = 移
K

j屹k
| Û( i)

jk | 2 + Ê( i)
kk 滓2 (25)

其中:Û( i) = 寛W - 1
c,i Gc,Ê( i) = 寛W - 1

c,i Gc
寛W - 1

c,i ,代入式(6)
中可以得到用于信道译码的 LLR.
3郾 3郾 2摇 近似 LLR 的计算方法

以上介绍了在 Jacobi 迭代算法下的精确 LLR
计算方法,每次迭代计算(Ŵinv) ( i)需要 2K 次复杂度

为 O(K2)的 Jacobi 迭代,即需要利用式(22)分别计

算出 2K 个列向量. 这样虽然在对 ŝ 估计时复杂度

为 O(K2),但是在(Ŵinv) ( i)的计算时,总的计算复杂

度仍为 O(K3) . 为此,Dai 等[8] 利用 W 近似对角的

特性用 D - 1来替代 W - 1,即有寛W - 1抑D - 1,显然这样

粗略估计会带来一定程度的性能损失,因此笔者提

出利用 2 阶 Neumann 级数来近似 W - 1,即有寛W - 1抑

W - 1
2 ,然后将其转换到复数域得到寛W - 1

c,2 ,近似信道增

益和 NPI 方差可分别表示为

寛滋k = 寛Ukk (26)

寛v2k = 移
K

j屹k
| 寛U jk | 2 + 寛Ekk滓2 (27)

其中:寛U抑寛W - 1
c,2Gc,寛E抑寛W - 1

c,2Gc
寛W - 1

c,2 = 寛 寛U W - 1
c,2 . 此时信

道增益和 NPI 方差的计算不再依赖于迭代次数,进

而可以很容易地计算出 Yk = 寛滋2
k 寛/ v2k . 由于之前储存

了中间变量 W - 1
2 ,所以可以在不增加额外复杂度的

同时提高 LLR 的计算精度.
基于 Jacobi 迭代软输出检测算法步骤如下:
输入: H,y, 滓2 和迭代次数 i.
输出: Lk,b,(k = 1,2,…,K,b = 1,2,…,bO)
初始化:
1) G =HHH,W =G + 滓2I2K,ŷ =HHy,
2) W =D + E
第 1 次迭代: Neumann 级数

3)W - 1
1 =D - 1,W - 1

2 =D - 1 -D - 1ED - 1

4) ŝ(1) = ŝ2 =W - 1
2 ŷ.

其他迭代: Jacobi 迭代

for (n = 2;n臆i;n + + )do
5) ŝ(n) =D - 1( ŷ - Eŝ(n - 1))
end for
LLR 计算

6) W - 1
2 寅寛W - 1

c,2 , ŝ( i)寅ŝ( i)c

7) 寛U抑寛W - 1
c,2Gc,寛E抑寛W - 1

c,2Gc
寛W - 1

c,2 = 寛 寛U W - 1
c,2

for (k = 1;k臆K;k + + )

8) Yk = 寛滋2
k 寛/ v2k, 寛滋k = 寛Ukk,寛v2k = 移

K

j屹k
| 寛U jk | 2 + 寛Ekk滓2

摇 for (b = 1;b臆1 bO;b + + ) do

9 ) Lk,b = Y (k min
a沂O0b

ŝc,
摇 摇

摇 摇摇
摇

k

寛滋k

- a
2

- min
a忆沂O1b

ŝc,
摇 摇
摇 摇摇

摇
k

寛滋k

- a忆 )
2

摇 end for
end for
Return Lk,b

3郾 4摇 Jacobi 迭代收敛性分析

线性方程组式(16)的精确解为 ŝ(*) =W - 1 ŷ,由
式(17)可知经过 i 次 Jacobi 迭代后 ŝ 估计差为

ŝ( i) - ŝ(*) =D - 1( ŷ - Eŝ( i - 1)) - ŝ(*) =
ŝ( i - 1) +D - 1( ŷ -Wŝ( i - 1)) - ŝ(*) =

( ŝ( i - 1) - ŝ(*)) +D - 1W(W - 1 ŷ - ŝ( i - 1)) =
(I -D - 1W)( ŝ( i - 1) - ŝ(*)) =
(I -D - 1W) i( ŝ(0) - ŝ(*))

令 N = I -D - 1W,则有

ŝ( i) - ŝ(*) =Ni( ŝ(0) - ŝ(*)) (28)
由于在大规模 MIMO 系统中 W 为对角占优矩

阵,且 D 为 W 的对角元素,所以 N 存在一个小于 1
的范数[7],于是可得

lim
i寅肄

Ni = 0 (29)

随着迭代次数 i 的增加, ŝ( i) - ŝ(*) 逐渐收敛于

零向量,所以,基于 Jacobi 迭代的检测算法收敛.
3郾 5摇 复杂度对比

由于所有的线性 MMSE 检测算法和所提出的

Jacobi 迭代检测算法都必须要计算滤波矩阵W =
G + 滓2I2K和匹配滤波信号 ŷ = HHy,同时,为了公平

对比复杂度,所提算法和对比算法均采用相同的
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LLR 计算方法,即所给出的近似计算方法,所以下面

仅对其他计算部分进行复杂度分析及对比. 所提检

测算法的复杂度主要来自以下 2 个部分:
1)首次迭代计算 W - 1

2 及 ŝ(1)分别需要 8K2 - 4K
和 4K2 次乘法;

2)之后执行 Jacobi 迭代每次迭代总共需要 4K2

次乘法.
综上所述,经过 i 次迭代,总共需要 4K2 ( i + 2)

-4K 次乘法,复杂度由 O(K3)降为 O(K2) . 图 1 给

出了算法之间的计算复杂度对比.

图 1摇 复杂度对比
摇

4摇 仿真结果

下面给出了基于 Matlab 的蒙特卡洛仿真结果.
仿真实验中的传输信道为瑞利衰落信道,卷积编码

码率为 1 / 2,基带信号调制方式为 16鄄QAM,令 i 表
示算法迭代次数及 Neumann 级数展开的项数.

图 2 对比了在使用精确 MMSE 估计出用户发

送矢量 ŝ 后,分别使用精确求逆加权矩阵计算 LLR
方法、Dai 等[8] 提出的用 D - 1 来替代 W - 1 计算 LLR
方法、所提出的 LLR 计算方法的误码率(BER, bit
error rate)性能曲线(图中横坐标为信噪比( SNR,
signal鄄to鄄noise ratio)) . 由图 2 可见,虽然对角近似

的方法可以一定程度接近精确 LLR 的性能,但是所

采用的 LLR 近似方法能够更大程度地逼近精确

LLR 的性能.
图 3 给出了天线规模为 128 伊 16 的 MIMO 系统

上行链路信号检测的 BER 性能曲线. 仿真实验中

LLR 的计算采用所提的近似方法. 图 3 中以 MMSE
精确求逆算法的 BER 性能为基准,对比了基于 Ja鄄
cobi 迭代的检测算法、传统 Neumann 级数展开算

法、Kang 等[5] 及 Tang 等[6] 所提出的基于 Neumann
级数改进算法的检测性能. 由图 3 可见,基于 Jacobi

图 2摇 128 伊 16MIMO 配置下不同 LLR 计算方法性能对比
摇

迭代的检测算法在不增加复杂度的情况下经过简单

的几次迭代后,其 BER 性能即超过 Kang 等[5] 和

Tang 等[6]所提出的基于 Neumann 级数展开的改进

算法;同时,在迭代次数比 Neumann 级数展开项数

少一次的情况下实现了与后者完全一致的检测性

能,这点与 3郾 2 节理论分析完全相符,并且在任意迭

代次数下均将复杂度保持在 O(K2),而不再像后者

依赖于级数展开项数.

图 3摇 BER 性能对比,128 伊 16 MIMO 配置,16鄄QAM 调制
摇

图 4摇 BER 性能对比,256 伊 16 MIMO 配置,16鄄QAM 调制

图 4 仿真天线规模为 256 伊 16 的 MIMO 系统,
可见,当基站天线数目与用户数的比值增大时,仅仅

依靠少量迭代次数,基于 Jacobi 迭代的检测算法能
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够快速地向理想 MMSE 矩阵求逆检测算法的性能

收敛,即经过简单的几次迭代,其检测性能就逼近

最优.

5摇 结束语

基于 Jacobi 迭代算法,通过设置特殊的初始值,
找到 Jacobi 迭代和 Neumann 级数展开之间的关系,
设计了一种低复杂度算法,通过理论分析了该算法

可以实现同 Neumann 级数展开算法相同的检测性

能,并给出了一种用于信道译码的 LLR 的低复杂度

近似计算方法. 仿真结果表明,基于 Jacobi 迭代的

检测算法经过较少的迭代次数就可达到接近理想

MMSE 矩阵求逆的检测性能,并且将计算复杂度在

不依赖迭代次数的情况下保持在 O(K2),该算法可

作为大规模 MIMO 系统低复杂度信号检测的有效解

决方案之一.
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