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机器人基坐标系精确标定的对偶四元数法

王摇 刚,摇 刘晓平,摇 高摇 远,摇 韩摇 松
(北京邮电大学 自动化学院, 北京 100876)

摘要: 针对离线编程系统中机器人在世界坐标系下的位姿描述问题,提出一种利用对偶四元数精确标定机器人基

坐标系的方法. 首先在利用指数积公式建立机器人正运动学模型的基础上,推导了基于单位对偶四元数表示法的

机器人基坐标系标定模型,该模型将世界坐标系与机器人基坐标系之间坐标转换的旋转与平移过程进行统一描

述;其次,以对偶四元数的几何性质为约束条件,建立最小方差目标方程,引入拉格朗日乘子法求解最优的位姿变

换矩阵;最后,对 6 自由度串联机器人进行了标定实验. 实验结果表明,该标定方法可以有效解决工业应用环境中

机器人的基坐标系标定问题,同时也为机器人手眼标定、多机器人协作基坐标系标定问题提供了参考依据.
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A Dual Quaternion Method for Precise Calibration of Robot蒺s Base Frame

WANG Gang,摇 LIU Xiao鄄ping,摇 GAO Yuan,摇 HAN Song
(School of Automation, Beijing University of Posts and Telecommunications, Beijing 100876, China)

Abstract: In order to describe the robot poses in the world coordinate system of the off鄄line programming
system, a precise calibration method of robot蒺s base frame using dual quaternion was proposed. Firstly,
on the basis of the robot kinematics model established by the product鄄of鄄exponential formula, a calibration
model for robot蒺s base frame using dual quaternion was derived, which obtains the unified description of
robot poses between the world coordinate system and the robot蒺s base frame. Then, with the dual quater鄄
nion constraints, the Lagrangian multiplier method was employed to obtain the optimum pose in solving a
minimum鄄variance problem. Finally, calibration experiment on a serial 6鄄DOF industrial robot was per鄄
formed, which indicated that the method is effective and easier to get solutions for robot蒺s base frame cali鄄
bration in industry environment. The calibration algorithm can not only provide theoretical reference but
also provide useful advices to robot hand鄄eye system calibration and multi鄄robot coordination.
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摇 摇 随着机器人离线编程技术在焊接、喷涂等加工

行业中的应用和发展,机器人标定作为离线编程技

术实用化的关键之一,是提高机器人定位精度有效

的手段. 为了实现机器人离线规划时实际作业对象

与离线仿真环境中模型对象的调整与匹配,需要标

定出机器人基坐标系与世界坐标系之间的转换关

系,从而将机器人末端工具中心的位姿统一到世界

坐标系下. 按照测量手段,机器人基坐标系标定可

细分为借助外部测量设备标定以及自标定两大类.
所谓自标定就是利用传感器信息来对机器人基



坐标系与世界坐标系之间的转换关系进行标定的过

程. Gan 等[1] 提出协作机器人基坐标系的标定方

法. Wu 等[2] 在 LBR iiwa14 R820 平台上利用安装

在机器人末端的摄像头对机器人基坐标系进行自

标定.
借助外部测量设备进行标定,该方法操作简单、

测量精度高. 典型的空间坐标测量系统主要包括经

纬仪、球杆仪、三坐标测量机、激光跟踪仪、测量臂

等. Wang 等[3]提出利用四元数表示法对机器人基

坐标系进行标定. 但以上算法均存在耦合误差,即
旋转部分的误差会直接影响平移部分的计算精度.

为了克服传统方法处理旋转和平移运动相互分

离的缺陷,考虑到对偶四元数理论可以同时描述旋

转和平移运动,因此笔者利用对偶四元数理论进行

机器人基坐标系标定. 对偶四元数理论作为几何代

数的一个子集,可以直观地表示空间方位、空间向量

间的旋转、平移和缩放等关系,在机器人运动学[4鄄5]

以及航天[6鄄7]等多个领域中得到了广泛的应用.

1摇 基于指数积公式的机器人正运动学
建模

摇 摇 n 自由度串联机器人正运动学指数积方程[8]为

gST(专) = exp 孜̂1兹1exp 孜̂2兹2…exp 孜̂n兹ngST(0) (1)
其中:S、T 分别为机器人基坐标系和工具坐标系;
专 = (兹1,兹2,…,兹n) T 为关节变量向量,兹i 为第 i 个关

节变量;孜̂i 为第 i 个关节旋量;gST(0)为各关节位于

参考位形时末端执行器相对于基坐标系的刚体变换

矩阵.
如图 1 所示,在机器人基坐标系标定系统中,设

定机器人末端执行器在世界坐标系下的位姿为

gWT(专),采用 gWS描述 gWT(专)与 gST(专)之间的变

换关系,则有

gWT(专) = gWSgST(专) (2)
由于世界坐标系的选取是任意的,不妨选定测

量设备坐标系作为世界坐标系,则标定机器人基坐

标系与世界坐标系之间的变换关系转化为标定机器

人与测量设备坐标系间的变换关系. 因此,机器人

基坐标系标定的实质就是求解变换矩阵 gMS,使得

gMT(专) = gMSgST(专) (3)
令 RMT沂迬 3 伊 3、RMS沂迬 3 伊 3、RST沂迬 3 伊 3 分别表

示 gMT、gMS、gST旋转部分,PMT沂迬 3 伊 1、PMS沂迬 3 伊 1、
PST沂迬 3 伊 1分别表示其平移部分,则式(3)可表示为

图 1摇 机器人基坐标系标定系统相关坐标系
摇
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将式(4)展开得到机器人基坐标系标定模型:
PMT = RMSPST + PMS (5)

其中,PMT可借助外界测量设备直接得到,PST可通过

式(1)求解得到. 为了求解 RMS和 PMS,建立最小方

差目标函数:

f(RMS,PMS) = 1
N 移

N

k = 1
椰PMT - RMSPST - PMS椰2

(6)
其中:N 为关节位形的测量个数,椰·椰表示欧氏

距离.

2摇 基于对偶四元数理论的机器人基坐
标系标定

2郾 1摇 对偶四元数

对偶四元数是在四元数与对偶几何代数理论基

础上提出的,可以解决一般性刚体运动(旋转与平

移)问题[6] . 对偶四元数由两部分组成:
q̂ = r + 着s (7)

其中:r = r0 + ir1 + jr2 + kr3 和 s = s0 + is1 + js2 + ks3
均为纯四元数,称为实部与对偶部;i、j、k 为虚数单

位,满足 i2 = j2 = k2 = ijk = - 1;着 为对偶单位,也称

为 Clifford 算符,遵循 着屹0,着2 = 0. 根据对偶四元数

的定义,单位对偶四元数满足条件:rTr = 1,rTs = 0 .
旋转矩阵 R 和平移向量 t 分别用对偶四元数表

示为
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其中: Q ( r ) =
r0 - rT

r r0I3 伊 3 + K(r
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú)

, W ( r ) =

r0 - rT

r r0I3 伊 3 - K(r
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú)
, r = [ r1 r2 r3 ] T, K ( r ) =

0 - r3 r2
r3 0 - r1
- r2 r1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú0
为向量 r 的反对称矩阵, t 为平

移向量 t 的平移四元数.
2郾 2摇 基于对偶四元数的机器人基坐标系标定

将机器人基坐标系标定模型构造为单位对偶四

元数表示形式:
P忆MT =WT(r)Q(r)P忆ST + 2WT(r)s (10)

其中 P忆MT与 P忆ST分别为 PMT与 PST所对应的纯虚四

元数.
将式(10)代入式(6),得到目标方程:

f(r,s) = 1
N (rTD1r + sTD2r + NsTs +D3) (11)

其中:

D1 = - 2 移
N

k = 1
[QT(P忆MT)W(P忆ST)] (12)

D2 = 2 移
N

k = 1
[W(P忆ST) -Q(P忆MT)] (13)

D3 = 移
N

k = 1
(P忆ST TP忆ST + P忆MT

TP忆MT) = const (14)

采用拉格朗日函数法,以单位对偶四元数几何

性质作为约束条件,构造辅助函数:

f(r,s,姿1,姿2) = 1
N [rTD1r + sTD2r +

NsTs +D3 + 姿1(rTr - 1) + 姿2(rTs)] (15)
其中 姿1 和 姿2 为拉格朗日乘数. 对式(15)求偏导:

鄣f(r,s,姿1,姿2)
鄣r =

1
N [(D1 +DT

1)r +DT
2 s + 2姿1r + 姿2s] = 0 (16)

鄣f(r,s,姿1,姿2)
鄣s = 1

N [D2r + 2Ns + 姿2r] = 0 (17)

式(17)左乘 rT,得到

rTD2r + 2NrTs + 姿2 = 0 (18)
由于 D2 是反对称矩阵,故 姿2 = 0. 将 姿2 = 0 代

入式(18),得到

s = -
D2

2Nr (19)

将式(19)代入式(16),得到

Ar = 姿1r (20)
其中

A = [1
2

1
2ND

T
2D2 - (D1 +DT

1 ]) (21)

由式(20)可以看出,四元数 r 是 4 阶矩阵 A 的

特征向量. 假设 姿1 为对应的特征值,将式(19)和式

(20)代入式(11)中,得到

f(r,s) = 1
N (D3 - 姿1) (22)

如果选择矩阵 A 对应的最大特征值 姿1,式(22)
取值最小. 此时,利用式(20)求解出四元数 r,式
(19)解算 s,代入式(8)及式(9)统一计算旋转矩阵

R 和平移向量 t,得到标定结果 RMS和 PMS .

3摇 标定实验与数据分析

在工业机器人实验环境下,对所提的标定方法

进行了现场验证. 以自主研发的 6 自由度串联机器

人为研究对象,各关节处于参考零位时机器人构型

及其连杆参数如图 2 所示,测量靶标安装在机器

人末端,测量工具为 Faro 关节臂,测量精度为

0郾 016 mm / 1郾 2 m,满足本实验系统精度要求.

图 2摇 6 自由度串联机器人连杆参数
摇

实验现场如图 3 所示,在 Faro 测量臂的测量范

围内,控制机器人运动,以末端靶标的中心作为测量

目标点,获得 20 组目标点的三维位置. 其中,目标

点在{M}下的三维位置坐标 gMT可由 Faro 测量臂直

接读出,如表 1 所示. 目标点在{S}下的位置坐标

gST可通过由示教器采集的关节转角(兹1,兹2,…,兹6)
并结合式(1)可得到,关节转角如表 2 所示.

假设机器人连杆参数无误差,利用式(1)、式
(21)、式(22) 、式(8) 、式(9)计算得到旋转矩阵和

平移向量分别为
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图 3摇 机器人基坐标系标定实验环境
摇

表 1摇 机器人末端位置坐标 mm

序号 X Y Z

1 - 199郾 591 805郾 297 1 355郾 941

2 - 272郾 259 733郾 089 1 138郾 675 2

3 - 308郾 303 594郾 325 912郾 364 53

4 - 217郾 072 546郾 63 1 245郾 523 7

5 - 179郾 292 634郾 351 1 366郾 022 2

6 - 348郾 638 750郾 337 1 029郾 436

7 - 384郾 019 654郾 208 766郾 565 27

8 - 256郾 218 535郾 237 1 004郾 946 5

9 - 262郾 34 385郾 115 1 048郾 308 5

10 - 135郾 468 356郾 518 1 313郾 455 8

11 - 133郾 018 219郾 434 1 303郾 760 3

12 - 135郾 76 139郾 768 1 175郾 650 4

13 - 112郾 498 75郾 3899 1 111郾 870 5

14 - 211郾 277 230郾 571 1 131郾 548 5

15 - 247郾 748 312郾 156 1 203郾 5

16 - 291郾 041 390郾 299 1 221郾 657

17 - 295郾 848 444郾 678 1 294郾 229 3

18 - 339郾 745 599郾 095 1 290郾 947 3

19 - 396郾 998 769郾 316 1 273郾 508 1

20 - 329郾 825 859郾 374 1 376郾 936 3

R =
- 0郾 987 7 0郾 156 4 - 0郾 003 7
- 0郾 156 4 - 0郾 987 7 0郾 001 2

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú- 0郾 003 5 0郾 001 7 1郾 000 0

t = [1 108郾 937 345郾 908 66郾 532] T

最终得到描述机器人在世界坐标系与机器人基

坐标系的位姿变换矩阵 gMS .
最后利用对偶四元数标定算法与文献[3]的四

元数算法进行对比,对本节中的 20 组目标点进行精

度验证,结果如图 4 所示.

表 2摇 机器人关节转角 (毅)

序号 兹1 兹2 兹3 兹4 兹5 兹6

1 -10郾 444 0郾 079 0郾 005 0郾 012 -17郾 791 0郾 06

2 -6郾 372 4郾 08 5郾 692 13郾 783 -14郾 708 3郾 639

3 -1郾 982 9郾 6 9郾 892 -5郾 852 -10郾 709 10郾 069

4 -0郾 313 1郾 6 3郾 529 -15郾 081 -16郾 709 14郾 173

5 -5郾 718 -0郾 515 0郾 082 -30郾 442 -20郾 709 19郾 939

6 -9郾 347 11郾 748 4郾 751 -13郾 67 -20郾 709 15郾 038

7 -4郾 288 19郾 584 10郾 676 0郾 987 -25郾 278 11郾 379

8 0郾 528 4郾 955 14郾 007 -5郾 149 -22郾 471 6郾 909

9 5郾 495 9郾 312 8郾 932 -12郾 781 -28郾 389 3郾 731

10 9郾 246 -0郾 234 3郾 282 -6郾 644 -20郾 388 0郾 535

11 13郾 065 5郾 434 0郾 505 -18郾 033 -29郾 961 -4郾 664

12 17郾 583 7郾 744 6郾 024 -6郾 127 -33郾 49 -9郾 863

13 21郾 675 9郾 258 9郾 108 2郾 259 -38郾 171 -15郾 129

14 15郾 363 10郾 626 5郾 29 10郾 739 -34郾 482 -21郾 034

15 10郾 403 11郾 37 0郾 465 1郾 926 -32郾 718 -26郾 689

16 6郾 071 12郾 295 -4郾 328 -4郾 96 -23郾 574 -19郾 147

17 3郾 105 12郾 295 -9郾 896 -16郾 346 -18郾 121 -14郾 083

18 -3郾 478 13郾 815 -12郾 755 -23郾 23 -14郾 432 -9郾 619

19 -9郾 586 18郾 361 -18郾 026 -15郾 73 -10郾 744 0郾 099

20 -12郾 676 14郾 28 -20郾 885 -11郾 23 -3郾 364 0郾 099

摇 摇 图 4 实验结果表明,对偶四元数标定精度高于

文献[3]的四元数标定算法. 这是由于在描述机器

人位姿变换时,四元数法通常对其采取相互分离的

计算方法,破坏了运动学问题的完整性,导致计算旋

转矩阵和平移向量时存在耦合误差. 而对偶四元数

能够同时处理旋转矩阵和平移向量,利用对偶四元

数统一描述机器人位姿变换问题,不仅使刚体旋转

与平移运动的几何意义更加明确,而且降低了问题

处理的复杂度,从而提高了标定精度. 如果想进一

步提高离线编程系统中机器人的绝对定位精度,还
需对机器人几何参数进行标定.

4摇 结束语

针对离线编程系统中机器人在世界坐标系下的

位姿描述问题,笔者首次将对偶四元数应用于机器

人基坐标系标定,精确、高效地完成了机器人基坐标

系与世界坐标系之间的位姿转换问题.
1) 在利用指数积公式建立机器人正运动学模

型的基础上,以对偶四元数表示法推导了机器人基

坐标系标定模型. 结果表明,由于对偶四元数能够
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图 4摇 机器人基坐标系标定结果对比
摇

统一表示机器人末端相对于世界坐标系与相对于机

器人基坐标系之间的位置与姿态,因此克服了传统

方法中旋转和平移相互分离引起的耦合误差,提高

了标定精度.
2) 基于对偶四元数表示法推导的标定模型,适

用于任何串联机器人的基坐标系精确标定. 并且,
该标定方法的优点是操作过程简单,标定环境要求

不高,特别适合在工业生产中应用.
3) 由于基坐标系标定是机器人手眼标定、协作

机器人基坐标系标定的共性问题,研究结果表明所

提算法是一种有效的标定算法,对上述问题具有一

定的参考价值.
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