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平面五杆机构计时轨迹综合的代数求解
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摘要: 提出了一种基于傅氏级数的平面五杆机构计时轨迹综合的代数求解新方法. 通过将平面五杆机构拆分为左

右 2 个二杆组,对轨迹综合设计变量进行了解耦. 在此基础上,分析得到机构尺寸与连杆曲线谐波参数间的函数关

系,并依据这一关系建立了不同传动比条件下平面五杆机构轨迹综合设计方程,通过析配消元法进一步将方程化

简为一元四次方程,求解得到了平面五杆机构轨迹综合设计参数计算的通用公式. 利用该公式分别计算得到左右

2 个二杆组的设计参数,进而得到完整机构设计参数. 给出了 2 个数值实例,验证了该方法的有效性和可行性.
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Linkages with Timing
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Abstract: A novel analytical approach is presented to solve path synthesis problems for planar five鄄bar
linkages with timing. Firstly, the planar five鄄bar linkage is decomposed into two dyads for the purpose of
decoupling the design parameters of the linkage. The relationship between the design parameters of the
linkage and the harmonic parameters of the path is obtained, based on which, the new synthesis equa鄄
tions with different transmission ration for planar five鄄bar linkages are established. A quartic equation is
obtained by dialytic elimination. As a result, a general formula is derived for calculation of the design pa鄄
rameters of a planar five鄄bar linkage. The design parameters of two dyads are obtained with the general
formula respectively. At last, all design parameters of the planar five鄄bar linkage are obtained. Two nu鄄
merical examples are provided to verify the effectiveness of the proposed algorithm.
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摇 摇 平面五杆机构作为一种结构形式简单的并联机

构,具有刚度大、承载能力强,可实现复杂轨迹的特

点,在并联和混联机器人研究和设计中已获得应

用[1] . 目前,对于该机构轨迹综合问题研究的主要

方法包括代数法[2]、优化法[3 - 4]和数值图谱法[5 - 6] .

代数法具有精度高、重复性强等优点,但存在受机构

未知参数的数目限制,无法实现多点轨迹综合的不

足. 优化法可实现多点位的连续轨迹综合,但其求

解因受到初值选取、目标函数性态及寻优方法等因

素的影响,有时难以得到稳定的全域最优解. 数值



图谱法具有解的多样性强、适用范围广的优点,但也

存在完备图谱库建立难度大,求解精度低的缺点.
在总结已有轨迹综合方法特点的基础上,提出一种

基于傅氏级数的连杆机构轨迹综合的代数方法,并
利用这一方法对具有双曲柄的平面五杆机构计时轨

迹综合问题进行了研究. 与已有的代数方法不同,
该方法不再是以位移矩阵或回路约束为基础,而是

根据目标轨迹的谐波参数与机构尺寸间的关系建立

综合方程,其不但可以完成多点位连续轨迹综合,而
且通过方程求解得到综合结果,不需要提供优化的

初值,也无需建立数据库.

1摇 连杆曲线的傅氏级数表示

图 1 所示为平面五杆机构示意图,机构各杆长

尺寸分别为 a、b、c、d、e,渍、鬃 分别为机构左右两输入

曲柄转角,渍0、鬃0 分别为两曲柄的初始相位角,棕1、
棕2 分别为两曲柄的转速,且有 棕1 颐 棕2 = h1 颐 h2(h1 和

h2 为整数) .

图 1摇 平面五杆机构轨迹生成图
摇

平面五杆机构的连杆曲线为周期性封闭曲线,
由文献[6]可知,当输入构件以匀速转动时,采用复

矢量法描述连杆曲线,其可以表示为

rC( t) = x( t) + iy( t) (1)

其中:i = - 1,由周期性复函数的性质可知,rC( t)
可展成傅氏级数,其展开的复指数形式为

rC( t) = x( t) + iy( t) = 移
+肄

n = -肄
cnein棕t (2)

其中 cn 为机构连杆曲线傅氏级数展开的谐波参数,
且有

cn = 1
2仔 乙

2仔

0
(x( t) + iy( t))e - in棕tdt (3)

由于连杆曲线为复杂函数曲线,有时难以用显函数

形式表达,常是以一系列离散点的形式给出,因此,

cn 更多时候需要通过数值计算方法得到. 根据离散

傅里叶变换的性质,可得到 cn 的离散数值解表达式

cn = 1
M 移

M-1

m = 0
(xm + iym)[cos (nm棕) - i sin (nm棕)]

(4)
其中:n = 0, 依 1,…, 依 (M - 1);m = 0, 依 1,…,
依 (M - 1),M 为离散点个数,棕 = 依 (2仔 / M) (输入

曲柄逆时针旋转时取正,顺时针旋转时取负,与传动

比符号一致) .

2摇 综合设计方程建立

在连杆机构设计时,常用的简化设计方法是先

将机构分解成若干二杆组,再分别计算不同二杆组

的参数,进而得到完整机构设计参数. 平面五杆机

构可看成由两个二自由度开链机构 CBA 和 CDE 在

铰链点 C 处组合而成,其可分解为两个铰链二杆

组. 图 2 所示为机构左侧二杆组,建立如图 2 所示

的坐标系.

图 2摇 平面五杆机构左侧二杆组示意图
摇

应用矢量法分析左侧二杆组,可得矢量方程为

r1 + a + b = rC (5)
将方程(5)表示为复数矢量形式为

rC - r1ei滋1 - aei(渍 + 渍0) = bei兹 (6)
取式(6)共轭可得

rC - r1e - i滋1 - ae - i(渍 + 渍0) = be - i兹 (7)
将式(6)与式(7)相乘,化简可得

rCrC - u rC - x rCei渍 + yue - i渍 + w +
xvei渍 - yrCe - i渍 - vrC = 0 (8)

其中:u = r1ei滋1,v = r1e - i滋1,x = aei渍0,y = ae - i渍0,w =
r21 + a2 - b2 .

由式(2)可知,rC、rC 展成傅氏级数为

rC = 移
+肄

n = -肄
cnein棕t = c0 + c - 1e - i棕t + c1ei棕t +
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c - 2e - 2i棕t + c2e2i棕t +… + c - ne - ni棕t + cneni棕t (9)

rC = 移
+肄

n = -肄
cne - in棕t = c0 + c - 1ei棕t + c1e - i棕t +

c - 2e2i棕t + c2e - 2i棕t +… + c - neni棕t + cne - ni棕t (10)
理论上,rC、rC 应由无穷多项傅氏级数之和来表示,
由文献[6]可知,实际设计中取有限项谐波就可满

足设计要求,因此,可根据综合设计精度要求确定 n
的取值. 将式(9)、式(10)和 渍 = k棕t 代入式(8),合
并同类项整理可得

H0 + H - 1e - i棕t + H1ei棕t +… + H - ke - ki棕t +
Hkeki棕t +… + H - je - ni棕t + H jeni棕t = 0 (11)

其中

H0 = u c0 + x ck + yck + vc0 - w - K0

H - k = u ck + x c2k + yc0 + vc - k - yu - K - k

Hk = u c - k + x c0 + yc2k + vck - xv - Kk

H - j = u cj + x ck + j + yck - j + vc - j - K - j

H j = u c - j + x ck - j + yck + j + vcj - K j

K - k = 移
n-k

m1 = -(n-k)
cm1

cm1 + k, Kk = 移
n-k

m1 = -(n-k)
cm1

cm1 - k,

k = | h1 | , m1 = 0, 依 1,… 依 k,…, 依 (n - k),

K j = 移
n-j

m2 = -(n-j)
cm2

cm2 - j, K - j = 移
n-j

m2 = -(n-j)
cm2

cm2 + j,

j = 0,1,…,n,j屹k,
m2 = 0, 依 1,… 依 k,…, 依 (n - j)

分析可以发现,H - j、H - k、H0、Hk、H j 为含有机构

参数和连杆曲线谐波参数的表达式,由复指数性质

可知,其值应为 0. 由文献[7]可知,连杆曲线谐波

参数的绝对值随着谐波次数的增加将不断减小,对
曲线形状的影响逐渐减弱,因此取含有设计变量和

低次谐波项表达式建立如下方程:
H - k = u ck + x c2k + yc0 + vc - k - yu - K - k (12a)
H - 1 = u c1 + x ck + 1 + yck - 1 + vc - 1 - K - 1 (12b)
H0 = u c0 + x ck + yck + vc0 - w - K0 (12c)
H1 = u c - 1 + x ck - 1 + yck + 1 + vc1 - K1 (12d)
Hk = u c - k + x c0 + yc2k + vck - xv - Kk (12e)

式(12)即为机构轨迹综合的设计方程. 其中 x、y、
u、v、w 为含有设计参数的未知变量,cn、cn ( n = 0,
依 1,…, 依 2k)为目标轨迹的谐波参数,可通过式

(4)计算得到. 采用析配消元法进一步化简方程,将
方程(12a)、(12b)、(12d)、(12e)乘以 u 后与原方

程一起构成多项式方程组,写成矩阵形式为

DX = 0 (13)
式(13)可看作一个含有 8 个未知量的线性方程组,

未知量为 X = [1,u,y,v,yu,u2,uv,yu2] T,D 为一个

8 伊 8 阶的系数矩阵:
D =

x c2k -K - k ck c0 c - k -1 0 0 0
x ck +1 -K -1 c1 ck -1 c -1 0 0 0 0
x ck -1 -K1 c -1 ck +1 c1 0 0 0 0
x c0 -Kk c - k c2k ck - x 0 0 0 0

0 x c2k -K - k 0 0 c0 ck c - k -1
0 x ck +1 -K -1 0 0 ck -1 c1 c -1 0
0 x ck -1 -K1 0 0 ck +1 c -1 c1 0
0 x c0 -Kk 0 0 c2k c - k ck - x

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û
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ú
ú
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由代数学知识可知,方程组(13)有解的条件是

其系数行列式等于 0,即
|D | = 0 (14)

将式(14)展开可得到含有 x 的一元四次方程:
p4x4 + p3x3 + p2x2 + p1x + p0 = 0 (15)

其中 pi( i = 1,2,3,4)是由目标轨迹谐波参数 cn、cn
构成的已知量. 求解方程(15)可得到 x 的 4 个非零

解析解,将所得 x 解代入式(13)可得到 y、u、v 的解,
再将所得 x、y、u、v 的解代入式(12c)可得到对应 w
解. 求得 x、y、u、v、w 解后,可由下列公式得到 r1、a、
b、滋1、渍0 的解.

r1 = 依 uv, a = 依 xy, b = 依 xy + uv - w,

滋1 = - i ln u
r1
, 渍0 = - i ln x

a
进一步分析可知,r1、a、b、滋1、渍0 的解可转化为仅含

有 cn、cn 的计算公式,将其称为平面五杆机构轨迹

综合设计参数计算的通用公式. 需要注意的是,当
k = 1 时,方程(12b)和(12d)将不再成立,方程组

(12)减少为 3 个方程,此时可将 H2、H - 2添加到方程

组中构成综合设计方程. 由于右侧二杆组结构与左

侧相同,将对应参数进行代换,采用上述方法同样可

计算得到右侧二杆组设计参数,再将两者结合起来就

可得到平面五杆机构轨迹综合的全部设计参数.

3摇 综合步骤

依据前面的分析,可以建立平面五杆机构轨迹

综合的代数方法.
1) 根据两输入曲柄不同传动比,利用式(4)对

目标轨迹进行离散傅里叶变换,计算得到左右两侧

二杆组对应目标轨迹的谐波参数 cn .
2) 将所得的谐波参数 cn 代入平面五杆机构轨
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迹综合通用公式,计算得到左右两侧二杆组的设计

参数.
3) 分别选取左、右两侧二杆组的一组设计参

数,组成平面五杆机构,对所得机构进行运动分析,
检验其是否存在曲柄,有无分支问题、顺序问题,最
终得到满足设计要求的平面五杆机构.

4摇 综合实例

例 1 摇 综合平面五杆机构,使其在传动比为 1

的条件下近似实现方程为
(x - 2) 2

32 + (y - 4) 2

22 = 1 椭

圆的轨迹.
1) 计算得到目标轨迹的谐波参数 cn,传动比为

1 时,两侧二杆组的对应谐波参数相同,表 1 所示为

目标轨迹的 - 4 到 4 次谐波参数值.

表 1摇 目标轨迹的谐波参数

谐波次数 cn 谐波次数 cn

- 4 - 0郾 000 5 + 0郾 000 2i 1 2郾 499 6 - 0郾 012 1i

- 3 - 0郾 000 6 + 0郾 000 2i 2 0郾 003 6 + 0郾 000 1i

- 2 - 0郾 000 5 + 0郾 000 2i 3 0郾 001 8 + 0郾 000 1i

- 1 0郾 498 0 + 0郾 002 6i 4 0郾 001 1 + 0郾 000 1i

0 - 2郾 004 7 + 4郾 000 2i

摇 摇 2) 将所得谐波参数代入平面五杆机构轨迹综

合设计参数计算通用公式,计算得到左右两侧二

杆组的设计参数,传动比为 1 时,计算所得两侧二

杆组的设计参数相同,表 2 所示为 4 组有意义的实

数解.

表 2摇 计算所得二杆组的设计参数

序号 r1 / r2 a / d b / c 滋1 / 滋2 渍0 / 鬃0

1 81郾 921 9 2郾 997 6 79郾 822 7 3郾 092 8 - 0郾 004 9

2 4郾 475 0 2郾 499 1 0郾 498 1 2郾 035 6 - 0郾 004 9

3 63郾 970 5 2郾 307 9 61郾 465 3 1郾 089 2 0郾 186 8

4 61郾 678 5 2郾 352 8 66郾 120 4 - 0郾 974 3 - 0郾 201 4

摇 摇 3) 任选上述两组参数可组成一个完整平面五

杆机构,应用仿真程序进行运动分析检验,得到满足

设计要求的机构参数如下

r1 =81郾 921 9,r2 =61郾 678 5,a =2郾 997 6,b =79郾 822 7,
c =66郾 120 4,d =2郾 352 8,滋1 =3郾 092 8,滋2 = -0郾 974 3,

渍0 =0郾 004 9,鬃0 = -0郾 201 4
图 3 所示为目标轨迹与综合机构生成轨迹的比

较,从图中可以发现,该方法综合得到的机构能够较

好地再现目标轨迹.

图 3摇 目标轨迹与综合机构生成轨迹比较
摇

例 2摇 图 4 所示为一条 8 字形轨迹,且其上下

部分各包含一水平直线段,综合平面五杆机构,使其

在传动比为 棕1 颐 棕2 = 1颐 - 2的条件下近似实现该目

标轨迹.

图 4摇 目标轨迹
摇

综合步骤与例 1 的相同,表 3、表 4 为计算得到

左右两侧二杆组对应目标轨迹的谐波参数和设计参

数,分别在左右两侧二杆组中各选取一组设计参数,
组成平面五杆机构,可得到 16 个综合机构.

表 3摇 目标轨迹的谐波参数

谐波次数 左侧 Cn 谐波次数 右侧 Cn

- 4 - 0郾 020 8 + 0郾 037 9i - 4 0郾 045 2 - 0郾 059 4i

- 3 0郾 043 6 - 0郾 004 1i - 3 - 0郾 018 2 - 0郾 053 9i

- 2 0郾 816 0 - 0郾 614 6i - 2 0郾 845 0 + 0郾 584 4i

- 1 0郾 018 2 + 0郾 577 8i - 1 0郾 473 7 + 0郾 373 9i

0 10郾 767 8 + 17郾 154 3i 0 10郾 767 8 + 17郾 154 3i

1 0郾 473 7 + 0郾 373 9i 1 0郾 018 2 + 0郾 577 8i

2 0郾 845 0 + 0郾 584 4i 2 0郾 816 0 - 0郾 614 6i

3 - 0郾 018 2 - 0郾 053 9i 3 0郾 043 6 - 0郾 004 1i

4 0郾 045 2 - 0郾 059 4i 4 - 0郾 020 8 + 0郾 037 9i
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表 4摇 计算所得左右两侧二杆组的设计参数

序号 r1 / r2 a / d b / c 滋1 / 滋2 渍0 / 鬃0

1 19郾 509 8 3郾 473 5 3郾 793 1 1郾 043 8 1郾 876 6

左侧 2 15郾 855 1 0郾 925 1 5郾 527 0 0郾 847 4 1郾 198 7

参数 3 10郾 307 3 1郾 012 5 16郾 448 0 0郾 077 4 1郾 128 2

4 20郾 043 8 0郾 780 6 1郾 685 0 0郾 997 3 - 0郾 076 3

1忆 19郾 885 6 1郾 167 1 2郾 280 8 1郾 009 5 1郾 309 4

右侧 2忆 20郾 634 5 1郾 081 8 1郾 424 9 1郾 016 2 - 0郾 343 5

参数 3忆 26郾 845 5 1郾 901 2 14郾 836 6 0郾 437 0 - 1郾 045 5

4忆 21郾 521 2 2郾 049 2 3郾 054 0 0郾 904 7 - 0郾 796 4

摇 摇 通过仿真程序对综合所得机构进行运动分析,
发现左右两侧均取第 3 组参数时组成的平面五杆机

构生成轨迹与目标轨迹最为接近,且不存在分支和

逆序问题,满足设计要求. 图 5 所示为目标轨迹与

机构生成轨迹的比较.

图 5摇 目标轨迹与综合机构生成轨迹比较
摇

5摇 结束语

建立了一种基于傅氏级数的平面五杆机构轨迹

综合代数求解新方法. 通过将平面五杆机构分解为

摇 摇

两个二杆组,对轨迹综合设计变量进行解耦. 在此

基础上,分析得到机构尺寸与连杆曲线谐波参数间

的函数关系,依据这一关系建立了不同传动比条件

下平面五杆机构轨迹综合设计的新方程,通过配析

消元法进一步将方程化简为一元四次代数方程,得
到了平面五杆机构轨迹综合设计参数计算的通用公

式. 与已有的综合方法相比,该方法在实现多点轨

迹综合的同时,采用解析方法求解,无需给定初值和

建立数值图谱库,具有求解精度高,计算速度快,便
于计算机编程的特点;同时,其可得出多组可行方

案,为机构的进一步筛选和优化提供了前提.
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