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基于 RBF 网络的欠定盲分离源信号恢复

付卫红,摇 农摇 斌,摇 陈杰虎,摇 刘乃安
(西安电子科技大学 通信工程学院, 西安 710071)

摘要: 基于优化近似 l0 范数的算法应用于欠定盲分离源信号恢复时,存在算法复杂度较高,恢复精度受步长影响

较大的问题,为此,提出了基于径向基函数(RBF)网络的欠定盲分离源信号恢复算法. 该算法借助 RBF 网络进行

交替优化,同时引入修正牛顿法对最小化近似 l0 范数进行求解,避免了传统的近似 l0 范数重构算法因步长选择不

当造成恢复精度较低的缺点. 仿真结果表明,与现有的基于平滑 l0 范数的算法相比,所提方法在保证较高恢复精

度的同时复杂度明显降低.
关摇 键摇 词: 欠定盲分离; 径向基函数网络; l0 范数; 修正牛顿法

中图分类号: TN911郾 7摇 摇 摇 摇 文献标志码: A

Source Recovery in Underdetermined Blind Source Separation
Based on RBF Network
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Abstract: When the algorithms based on optimizing approximated l0 norm are applied to source recovery
in underdetermined blind source separation, the complexity is high and the recovery accuracy is greatly
affected by the step size. An algorithm for source recovery in underdetermined blind source separation
based on radial basis function (RBF) network (SRRBF) was proposed in order to solve these problems.
Depending on RBF network, an alternate optimization is performed in the method proposed. Additionally,
the approximated l0 norm is optimized by modified Newton method to avoid inaccurate recovery caused by
unsuited step size. Simulations verify that computational complexity of SRRBF is dramatically low while
the recovery precision is high.
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摇 摇 欠定盲分离是在源信号和信道传输参数未知的

情况下,仅由传感器接收到的观测信号来恢复源信

号的过程,且要求传感器的个数少于源信号的个数.
Mohimani 等[1] 提 出 了 基 于 平 滑 l0 范 数 ( SL0,
smoothed l0 norm)的稀疏重构算法,可用于欠定盲分

离源信号恢复. Eftekhari 等[2]在 SL0 的基础上提出

了稳健 SL0(RSL0, robust SL0)方法,提高了抗噪性

能. Vidya 等[3]提出了基于径向级联网络的稀疏重

构(RASR, radial basis function cascade network for
sparse signal recovery)算法,提高了重构精度. 安澄

全等[4] 提出了基于混合优化的 SL0 稀疏重构

(HOSL0, hybrid optimization SL0)算法,降低了复杂

度. 上述算法均采用梯度下降法寻找最优解,然而

当迭代步长选择不当时,算法的精度较差.



针对现有的算法存在的不足,笔者在径向基函

数(RBF, radial basis function)网络的基础上,利用

反馈回路进行交替优化,同时使用修正的牛顿方向

进行迭代,来提高算法的收敛速度和精度. 所提出的算

法在保证较高恢复精度的同时显著降低了算法的复杂

度,与现有算法相比,表现出了良好的恢复性能.

1摇 欠定盲分离模型

盲源分离在没有先验信息的情况下,仅利用观

测信号来恢复源信号,其数学表达式为

x( t) = As( t) (1)
其中:x( t) = [x1( t),x2( t),…,xM( t)] T 为观测信号

向量;s( t) = [ s1( t),s2( t),…,sN( t)] T 为源信号向

量;A沂迬 M 伊 N为混合矩阵,M 为观测信号数目,N 为

源信号数目,且要求 M < N;t = 1,2,…,T 为离散采

样时刻,T 为总的采样点数. 当源信号为稀疏信号

时,欠定盲分离可以采用两步法进行解决,首先利用

接收到的信号估计出混合矩阵 A,然后利用接收信

号与估计出的混合矩阵恢复出源信号 s( t) . 在混合

矩阵 A 已经估计出来的情况下,欠定盲分离源信号

恢复与压缩感知稀疏信号重构有相同的数学模型,
可以使用稀疏信号重构算法来求解欠定盲分离源信

号恢复问题. 为了描述方便,省略式(1)中的 t,即针

对离散采样时刻 t,重写式(1)得
x = As (2)

其中:x = [ x1,x2,…,xM] T 为观测向量,s = [ s1,s2,
…,sN] T 为源信号向量.

2摇 基于 RBF 网络的源信号恢复

2郾 1摇 RBF 网络

下面介绍两层级联的 RBF 网络,如图 1 所示,
Net1 由 RBF 构成,Net2 为实现最小均方误差.

图 1摇 径向基函数网络结构
摇

常用的 RBF 为高斯核函数,定义为

K(v,v忆) (= exp -
椰v - v忆椰2

2

2滓 )2 (3)

其中:v、v忆为输入数据,滓 > 0 为自由参数. 图 1 中的

参数和式(3)中的参数在后文中依次介绍. 下面引

入稀疏恢复模型. 原始的稀疏信号恢复模型如下:
min 椰s椰l0 subject to x = As (4)

其中:s 为待恢复的信号向量,x 为观测向量,A 为混

合矩阵(任意 2 个列向量之间不相关) . 椰s椰l0表示

s 的 l0 范数,即向量 s 中非零元素的个数.
根据压缩感知[5]理论可知,式(4)属于 NP鄄hard

问题. 因此需要对式(4)做进一步修改使其转化成

可优化的问题,一个有效的方法是使用近似 l0 范数来

替换式(4)中的椰s椰l0 . 回到式(3),令 si =椰v - v忆椰2,

则式(3)变为 K(v,v忆) =K(si) (= exp -
s2i
2滓 )2 . 现在考

虑如下模型:
min F1(s)摇 subject to x = As (5)

其中 F1(s) = 滓 (2 N - 移
N

i = 1
K( si )) . 显然,滓 的值越

小,F1(s)越能逼近向量 s 的 l0 范数,因此当 滓 取值

足够小的时候,可以使用式(5)来近似代替式(4) .
在实际应用中,由于受到噪声的干扰,式(4)或

者式(5)中的约束条件 x = As 不会严格成立,更为

合理的约束条件应为椰x - As椰2
2 < 着,着 为门限值,

它与噪声强度有关. 因此,图 1 中的 Net2(最小均方

误差)可以定义为

min 1
2 椰x - As椰2

2 (6)

至此,图 1 中的 RBF 网络已完成定义,输入空间由

观测信号、混合矩阵和初始化参数构成.
为了使图 1 中 RBF 网络的输出尽可能收敛至

真实的源信号,实行交替优化,即式(5)的结果作为

式(6)的输入,式(6)的结果作为式(5)的输入,因此

在 RBF 网络中形成一个反馈回路,提高了源信号恢

复的精度.
2郾 2摇 源信号恢复方法

对于 Net1 的优化,为了避免最速下降法所产生

的“锯齿冶效应的影响以及步长选取的问题,使用牛

顿法进行迭代优化. 首先计算 F1(s)的梯度,可得

驻F1(s) [=
s1
滓2e

-
s21

2滓2,
s2
滓2e

-
s22

2滓2,…,
sN
滓2e

-
s2N
2滓 ]2

T

(7)

求出式(7)对应的 Hessen 矩阵:

驻2F1(s) =

[diag e -
s21
2滓 (2

滓2 - s21
滓 )4 ,e -

s22
2滓 (2

滓2 - s22
滓 )4 ,…,e -

s2N
2滓 (2

滓2 - s2N
滓 ) ]4

(8)
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牛顿法和梯度下降法不同之处在于搜索方向的

选取,牛顿方向为

d = - [ 驻2F1(s)] - 1 驻F1(s) (9)
但牛顿方向不一定是 F1 ( s)的下降方向,这就可能

导致算法失效.
为保证牛顿方向 d 为 F1 ( s)的下降方向,要求

驻2F1(s) 为 正 定 矩 阵, 可 以 简 单 证 明: 令 D =
( 驻F1(s)) Td = - ( 驻F1(s)) T [ 驻2F1 ( s )] - 1

驻F1(s),要使牛顿方向 d 为 F1 ( s)的下降方向,D
必须小于 0,从而( 驻F1(s))T[ 驻2F1(s)] -1 驻F1(s) >0,
这意味着

驻2F1(s)为正定矩阵.
所以,需要对式(9)中的矩阵进行修正,使 Hes鄄

sen 矩阵

驻2F1 ( s)成为正定矩阵. 修正后的 Hessen
矩阵为 G = 驻2F1 ( s) + V(V沂迬 N 伊 N为对角矩阵),
让 G 代替式(9)中的 Hessen 矩阵进行迭代搜索. 为

了使修正后的矩阵 G 为正定矩阵,可以取

V [= diag
2s21
滓4 e

-
s21

2滓2,
2s22
滓4 e

-
s22

2滓2,…,
2s2N
滓4 e

-
s2N
2滓 ]2 (10)

进一步可以得到

G [= diag
滓2 + s21
滓4 e -

s21
2滓2,

滓2 + s22
滓4 e -

s22
2滓2,…,

滓2 + s2N
滓4 e -

s2N
2滓 ]2

(11)
显然,矩阵 G 中的对角元素全部满足恒大于 0,

符合正定矩阵的条件. 根据上面得到的修正的 Hes鄄
sen 矩阵以及牛顿方程公式,可以求得修正后的牛

顿方向:
d = -G - 1 驻F1(s)

[

=

-
滓2 s1

滓2 + s21
, -

滓2 s2
滓2 + s22

,…, -
滓2 sN

滓2 + s2 ]
N

T

(12)

利用修正后的牛顿方向作为算法的迭代方向,可以

得到估计信号由第 k 次到第 k + 1 次迭代的递推公

式为

sk + 1 = sk + dk (13)

其中 dk [= -
滓2

ks1
滓2

k + s21
-

滓2
ks2

滓2
k + s22

… -
滓2

ksN
滓2

k + s2
]

N

T
.

为了使 F1( s)越来越逼近源信号向量 s 的 l0 范数,
每次迭代选取一个 滓 值,且逐渐减小至门限值 滓min,
即 滓min < 滓k + 1 < 滓k .

对于 Net2 的优化,由于式(6)中的目标函数的

Hessen 矩阵不是对角阵,在进行矩阵求逆时计算较

为复杂且精度很难保证,因此采用文献[3]中的迭

代方法求解式(6),迭代公式为

sk + 1 = sk + 滋 jAT
j (x j - A jsk), j = 1,2,…,M (14)

其中:滋j =1 /椰Aj椰2 为迭代步长,Aj 为 A 的第 j 行. 具

体的推导过程可参考文献[3],这里不再重复推导.
经过上述分析,使用式(13)和式(14)进行交替

优化,即可在 Net1 和 Net2 之间形成反馈回路,使得

RBF 网络的输出尽可能收敛至真实的源信号. 输入

空间中的参数初始化如下: sk 的初始值为 s0 =
AT (AAT) - 1x,啄 为小于 1 的尺度参数,在仿真实验

中取值为 0郾 6,用于更新 滓. 滓 为式(3)中的自由参

数,当取值较小时,Net1 中的 F1(s)越能够逼近向量

s 的 l0 范数,但是随着 滓 值的减小,F1( s)的平滑性

越差,局部极值点越多. 因此在进行交替优化的过

程中,滓 取值应当逐渐减小. 在仿真实验中,滓 初始

化为 滓0 = 2max{s0},最小值为 滓min .
综上所述,基于 RBF 网络的欠定盲分离源信号

恢复算法流程如下:
步骤 1摇 初始化估计信号 s0 = AT (AAT) - 1x,尺

度参数 啄 = 0郾 6,滓0 = 2max { s0},滓min = 10 - 5,迭代次

数 k = 0.
步骤 2摇 当 滓k > 滓min时,执行步骤 3 至步骤 6.
步骤 3摇 根据式(12)求出牛顿方向 dk .
步骤 4摇 根据式(13),更新 sk:sk饮sk + dk .
步骤 5摇 对于 j = 1,2,…,M(M 为观测信号个

数),执行 1)、2):
1) 琢k = (x j - A jsk) /椰A j椰2,其中 A j 为 A 的第

j 行;
2) 更新 sk:sk饮sk + 琢kA j .
步骤 6摇 滓k + 1 = 啄滓k,sk + 1 = sk,更新 k:k饮k + 1.
步骤 7摇 输出 sk .

3摇 算法的收敛性和复杂度分析

根据文献[6],迭代产生的源信号序列{ sk}所

循的路径呈现出“锯齿现象冶,影响收敛速度. 当

Hessen 矩阵

驻2F1( s)条件数很大时,“锯齿现象冶尤
为严重. 但是基于 RBF 网络的欠定盲分离源信号

恢复 ( SRRBF, source recovery in underdetermined
blind source separation based on RBF network)算法中

所引入的牛顿法可以快速收敛,下面说明对 Net1 中

F1(s)的优化可以实现至少 2 级收敛. 根据文献

[6],有如下定理.
定理摇 设 f( s) 为二次连续可微函数, s 满足

驻f(s) = 0,且 驻2 f(s)可逆. 当 s忆接近 s 时,使得存在

k1,k2 >0,满足 k1k2 <1,且对每一个 s沂S = {s |椰s -
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s椰臆椰s忆 - s椰},有
椰 驻2 f (s) - 1椰臆k1 (15)

摇 椰 驻f(s) - 驻f(s) - 驻2 f(s)(s - s)椰
椰s - s椰 臆k2 (16)

则牛顿法产生的序列收敛于 s. 下面结合该定理做

收敛性分析.
在 Net1 中 F1 ( s) 达到最优解的极值条件为

驻F1(s) = 0,s 为最优解. 令 F1 ( s) = f( s),且对牛

顿方向修正后,得到 G = 驻2F1 ( s) + V. 利用式

(10)、式(15)和式(16)做进一步的推导,可得到

椰G - 1椰臆k忆1 (17)
椰 驻F1(s) - 驻f(s) -G(s - s)椰

椰s - s椰 臆k忆2 (18)

其中 k忆1,k忆2 > 0,k忆1k忆2 < 1. 当 sk沂S,sk屹s 时,有
sk + 1 - s = sk -G - 1 驻F1(sk) - s =

(sk - s) -G - 1[ 驻F1(sk) - 驻F1(s)] =
G - 1[ 驻F1(s) - 驻F1(sk) -G(s - sk)] (19)

再考虑到式(17)和式(18),有
椰sk + 1 - s椰臆

椰G - 1椰 椰 驻F1(s) - 驻F1(sk) -G(s - sk)椰臆
k忆1k忆2椰sk - s椰 <椰sk - s椰 (20)

因此,sk + 1比 sk 更接近于 s,即序列{sk}收敛于 s. 实

际上,在收敛时有下列关系:
椰sk + 1 - s椰臆c 椰sk - s椰2 (21)

其中:s 为源信号的最优解,c 为某个常数. 利用极

值条件、泰勒定理及相应矩阵运算可推导出式

(21),由于篇幅的限制,这里不做具体的推导. 由式

(21)知修正的牛顿法至少 2 级收敛,可见修正的牛

顿法的收敛速度比较快.
对于 SRRBF 算法而言,计算复杂度主要来源于

式(13)、式(14)以及步骤 5,因此,若算法迭代次数

为 L1,加法和乘法的次数分别约为 L1[2N + (3T)M]
和 L1[4N + (3T + 1)M] . 对于 RASR 算法,计算复杂

度主要来自于梯度的计算和迭代点的更新,若迭代

次数为 L2,则加法和乘法的次数分别约为 L2[2T -
1 + (3T)M]和 L2[T + 1 + (3T + 1)M] . 一般而言,源
信号数目 N 远小于采样点数目 T,由于修正的牛顿

法收敛速度更快,使得 L1垲L2,所以 SRRBF 算法的

复杂度明显小于 RASR 算法. 对 SL0、RSL0、HOSL0
算法可做类似的分析,限于篇幅不再具体分析.

4摇 算法仿真与结果分析

为了比较提出的 SRRBF 算法与现有的基于 l0

范数的算法的性能,对 SL0、RSL0、RASR、HOSL0 以

及 SRRBF 这 5 种算法进行仿真. 在仿真实验中产

生 5 路稀疏源信号,混合矩阵 A 为 3 行 5 列的高斯

随机矩阵. 稀疏度表示在某一时刻每路源信号为 0
的概率. 信号采样长度 T = 1 000. 实验中采用运算

时间来衡量算法复杂度,使用相关系数来衡量算法

的精度,其中源信号与恢复信号的相关系数定义为

酌coef( Ŝ,S) = 1
N 移

N

n = 1

移
T

t = 1
s(n,t) ŝ(n,t)

移
T

t = 1
s2(n,t)移

N

t = 1
ŝ2(n,t)

(22)
其中:S 为估计得到的源信号, Ŝ 为实际的源信号,
s(n,t)为 S 的第 n 行第 t 列个元素,ŝ(n,t)为 Ŝ 的第

n 行第 t 列个元素. 相关系数越大,表示精度越高.
相关系数的最大值为 1.

根据图 2 可知,在稀疏度为 0郾 8 的情况下,在信噪

比从 10 ~30 dB 变化范围内,SRRBF 算法的相关系数

均大于其他 4 种算法. 比如,在 10 dB 的情况下,
SRRBF 算法的相关系数分别比 SL0、RSL0、RASR、
HOSL0 算法高出了约 2郾 13%、2郾 49%、1郾 20%、1郾 62%.

图 2摇 源信号稀疏度为 0郾 8 时各算法的相关系数随

信噪比的变化
摇

由图 3 可得,在稀疏度为 0郾 8 的情况下,在信噪比

从 10 ~30 dB 变化范围内,SRRBF 算法的运算时间小

于其他 4 种算法. 比如,在 10 dB 的情况下,SRRBF 算

法运行时间分别比 SL0、RSL0、RASR、HOSL0 算法降低

了约 36郾 82%、48郾 83%、42郾 85%、62郾 92%.
图 4 给出了信噪比为 10 dB 情况下 5 种算法相

关系数随稀疏度变化的曲线. 由图 4 可以看出,当
稀疏度小于 0郾 55 时,SRRBF 算法的相关系数大于

SL0、RSL0、HOSL0 算法,略微小于 RASR 算法. 例

如,稀疏度为 0郾 5 的情况下,SRRBF 算法的相关系
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图 3摇 源信号稀疏度为 0郾 8 时各算法的运算时间随

信噪比变化的曲线
摇

数比 RASR 算法减小了约 0郾 1% ,而比 SL0、RSL0、
HOSL0 算法分别提高了约 0郾 4% 、0郾 7% 、4郾 3% . 当

稀疏度大于 0郾 55 时,SRRBF 算法的相关系数均大

于其他 4 种算法.

图 4摇 信噪比为 10 dB 时各算法的相关系数随稀疏度

的变化
摇

图 5摇 信噪比为 10 dB 时各算法运算时间随稀疏度

的变化

摇

由图 5 可以看出,SRRBF 算法的运算复杂度显

著小于其他 4 种算法. 比如,在稀疏度为 0郾 5 的条

件下,SRRBF 算法比 SL0、RSL0、RASR、HOSL0 算法

的运 行 时 间 分 别 降 低 了 约 40郾 75% 、 54郾 88% 、
46郾 82% 、63郾 03% .

根据以上的仿真结果及分析可以得出:1) 在信

号稀疏度较小的情况下,与 RASR 算法相比,SRRBF
算法以牺牲极小的精度作为代价,节约了大量的运

算时间,即同时兼顾了复杂度和精度;2) 在源信号

稀疏度较大的情况下,SRRBF 算法在复杂度和精度

方面均优于 SL0、RSL0、RASR、HOSL0 算法.

5摇 结束语

针对现有的基于优化近似 l0 范数算法收敛速

度慢,精度受步长影响较大的问题,提出了 SRRBF
算法. 该算法在 RBF 网络的基础上,实行交替优

化,同时引入修正的牛顿法克服算法精度受步长影

响的缺点. 与现有的 SL0、RSL0、RASR、HOSL0 算法

相比,SRRBF 算法在保证有较高恢复精度的同时,
显著减少了算法的时间复杂度,在处理欠定盲分离

源信号恢复问题时具有明显的优势.
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